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Vorwort 



Der zweite Band hat ebenfalls vielfache Ümänderangen aud Zusätze 
erhalteD, wodurch er — wie ich hoffe — an Werth gewonnen hat. 

Die im Vorwort zur ersten Auflage schon versprochene „Integration der 
partiellen DifferentialgleichnDgen" wird als dritter Band des gegenwär- 
dgen Baches nach einigen Monaten erscheinen, als selbstständiges Werk 
aber ebenfalls anzusehen seyn, in so ferne die beiden ersten Bände und dieser 
dritte anch gesondert von einander werden abgegeben werden. 

Von der ersten Auflage ist mir während des Drucks der zweiten der 
erste Band einer mssUchen Uebersetzung, die in St. Petersburg erscheint, 
zagekommen. Dieselbe ist ohne mein Zuthun oder Wissen veranstaltet 
worden. 

Nachstehend noch einige Zusätze, die manchem Leser vielleicht nicht 
unerwünscht sind. 



Za S. 4. 
Es ist 

(H-bl) + {c + di)=a+c+(b+d)l! (a+bl)— {c+ai)i^»^c + (b— d)i, 

(a + bi){o + dl) = ao — I)d + (ad + be)i; 

a+bt _ (»+bn<c— di) ac+bd+(bc— ad)l _ a«+bd bo— ad I _ a — bi 

c+di~{o + di)(c-rdi)~ o'-J-d' ~o' + d' c' + d' 'a+bi a'-Hb'' 

1 _ 1 1 _, a— bl 1 

« + bi+» a+bl I ~a'+b' (a — bi >i' 
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ZuUttetai%.4, 131, UI. 



(eoia + i»ina)-' = r 



n positir uod ganz. 

Di« Sätie in KI gelten waah, wenn maa Oberall — i für i aetüt. 

Zn 9, 13, 1. 

Man kann bier einen Anstand finden, wenn x negatiT also l (x) imaginär ist. 

Allein es folgt dann an» y = x" auch j* = x^"^(x')° ^ (y*) = m i (x'), 

• g^ -^m g^ . Da aber „^ ^ -7-^ g^ [wenn i'^uj^ — e^~7i'*= , 
ond eben so — ^ — = ^^ , so bat man inunerhin 

Bi 8y ei y e» ™ 81 ~ i ' 



Za §. 15, L 

Wir babea melirfkob darauf anfknerksam gemacht, dass -r — denselben Werth 
haben musg, ob ^x ron positirer oder Degatirei Seite gegen Null gehe (§. 1 1, IV). 
In den Beispielen des §. 1 1 zeigten wir diess thatgäcblicb , und da diese tut alle 
andern massgebend sind, so gilt es aucli filr letctere. 



-Jx 



£s lässt sich aber auch unmittelbar zeigen dass 

wenn Gr sieh anfein gegen Null gehendes ^x bezieht. Denn ist (fOr ^x>0): 

t(i + Jx)-(W = [?^ + a]jx = [f<x) + a]Ji. 

so ergibt sich, indem man x — dx statt i setzt r 

fW-f(r-ai)=[f(i-Jx) + a.]Ji, 
wo cCi der Werth ist den man ao« a erhält, wenn man x — .tfx statt x setzt, wo 
also immerhin (?r «, = 0. Hieraus folgt 

"'~.^'ir"" =''<— '."+- 

* "'-^-J7'W =rW. 
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Ziu»l:fria§S4I'I,'fitT. V 

'Wddurob die B^mptang' «twImui iit. Dieser Beweis aeUt Tontu, dasi f (s+ Js) 
und f (i— '^x) gegen deaselben Werth hingehen, wenn Jx gegen Null geht, 
d. h. dass f (x) einwerthig ist. • (So lange eine Fnuktioo stetig ist, muss sie 
Übrigens einwertlilg aejn.) 

Za9.4l,L 

per Satsin §.,1S, I setzt rotaaa dsus F.(z) & z und.x + ^x dieselbe ste- 
tige Funktion sej, und dass F(x-I~i^a) — F(i) mit zfs unendliah klein werde. Diese 
Voranssetzung muss also für alles hier Gesagte in Geltung bleiben, d. h. F(x) muss 
Ton a bis b dieselbe Funktion Ton x sejn und stetig verlaufen. 



Za§.42.iy. 



/•,(.). .=/;,« 



gesetit, so muss wenn x (stetig) von a bis b geht, mch z ron ä bis ß gehen. Bei 
Schwierigkeiten wird man also x von a bis b gehen lassen und sehen wie z verljtuft. 
Setzt man etwa in 

so geht z wenn x von bis g- geht, Btetig-von bis 1, itmn wenn x vott-g- bis w 
geht, Ton 1 bis 0. Man darf also nicht setzen 

/•* ix' ^ p 1 8x 

Jo H-«i.'x ,/(, H-«»'i äf ' 

sondern muss das Integral in zwei trennen : 

/* " 8x , /•« ex _p 8x ex„, . r fl' 8', 



wadas -cAere Zsiuhed gilt veim x awiseheA and"^, dos untsre filr x ^ -; 
Demnach 

/• " 8' ^ /" e» _ /° 8' ^ 2 r S' 
y» n-«n'x y,vi_i'(n-z'j yiVT^'o+o /oV^^^'d+s*)' 



* Et gilt alio nicht, «enn f (i) die Eigenschaft bitte eiue Zeitlang ^ 91 (x), dann ifi (i) 
nseyn, und man tOr i gerade den Werth vablen vürde, dw an der Grenzscheide liegt 



Man ist ta der lYeimuDg ohnehin gezwungen, dft bwh sonil) aber das Zeiohan 
ron ^ nicht entscheiden kann. — Ein «olcber Zeichen Wechsel in ^ vird aber 
immer roT sieh gehen, wenn indem x stetig von a bis b verläuft (Immer vftchst wenn 
b]>a, oder immer abninunt wenn b<^a, wie diesa ja in §.39 gemeint ist) die 
Grosse z nicht auch von a bis ß eben so stetig verläuft, d. b. nur wächst oder nur 
abnimmt (§.20, I). 

Dass aber z :n dieser Art Terlaufen mnss liegt in der Annahme 



/: 



f<i)— ei = »(|J)-»(n). 



die sich auf §.41, 1 stützt, worin diess Torausgesetzt ist, so wie dtus man furt- 
während F (x) = qs (z) haben muss. 

Die Sätze I — III in §. 42 folgen übrigens aus der Erklärung des bestimmten 
Integrals in §. 39 ganz von selbst, so dass man sieh nicht auf §.41 zu stätcen 
braucht und sie also auch noch gelten, wenn auch f(x) zwiscIieD a und b nicht 
immer dieselbe Funktion ist (vergl. YIII). 

Zu §. 12, Vin, Anmerkung. 
Sey b > » und f (x) anendlich für x = b. Alsdann sehen wir 

yl(x)ex 

als den Gränzwerth von 

au, dem letztere Grosse mit abnehmendem (positivem) a sich nähert. Ist derselbe 
ein endlicher, bestimmter, so ist 

y^(i)B«=or yy(x)8i. 

Gan; eben so wenn f (x) fllT x ^ a unendlich 

A{i)Bx=Ör Aw8x. 

Diess kommt aber darauf hinaus F(b — a) — P(a) oder F(b) — F(a — a) zu 
bereohnen und a^ zu setzen, d. h. die Fonoel (12) des §. 41 anzuwenden in dem 
Sinne wie es die fragliche Anmerkung will. 

Ein Beispiel bietet 

/•■ »' 

das sieh nach §. 46 auch geometrisch leicht auslegen lässt. 
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ZnsUia in g|. 47 1, 48 11, 78 1. Tll 

ZD8.47,IiiQdg.49,n. 

Haa iMBn hi«bei auoh in folgender Weise yerfaliTeB. 

Id NN' schreibe man einen geradlinigen Zug (Vieleck) ein; Termehit man die 
Zahl seiner Seiten unaufliörliob , go ist der Gränzwertb seiner Länge gleich der 
KurreDlänge. 

IefPP' = Jx, BO ist die 

Sehne QQ'=V'M.)' + i^y)'=^iyi4-^, 
wenn /dx > 0. Aber 

wo 0r a ^ 0. Demnach ist die Summe oller Sehnen 

wo du Summenzeioben S lieh auf alle z von a bis b erstreckt. Der Or&nswerth 
hieron ist 

y^\/l + (J|)'8i (S. 39. I und 8.7, IV). 

In ähnlicher VPeise kann man in §.49, II ver&hren, indem man zuerst den 
geradlinigen Zug sich um die Aze der z drehen lässt. (Vergl. §. 75, IV.) 



Sej 91 (^) konstant und bloss tp(x) Ter&ndeTlioh ; es werde ferner *|>(z) un- 
endlich gross aus irgend welcher Ursache, so wird F[x, it'(x)] eben den Werth an- 
nehmen, den F(x,jr) für ein unendlich grosses 7 erhält. Demnach verhält sich ' 



/: 






in diesem Falle geiian bo wie 



wenn man (daskoaatante)^nnendljchwerdenläast. Bei bestimmten Doppel- 
integralen dürfen also unendliche Gränzen sofort als konstant 
-angesehen werden, d. h. der Satz des §. 77, I bat darauf Anwendung, natür- 
lich immer unter der Voraussetzung dasa das Integral selbst einen endlichen Werth 
bat. — Dabei ist selhstverständlich dass die Formeln in §. 77, I und §. 7S, I voraua- 
Mtsbn es pejen f ondF iauner dieselben stetig verlaufenden Fonktionen innerhalb 
dw Intogntüntgränaen. 
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Zouta n 8. 85 1. 



Der Sat2 (43) setzt, sie in %. 85, U {SMai«) bemei^t wnrd*, vwMndMh Tor- 
MU da«8 alle GrOMen zweiter S«ita beBtimmte endliche Werthe haben. Sind 
b und & TOD a unabbäogif, so ist 



, Ä/"""'-/.^'^'- 



(>) 



immer unter der weseDtlicbeD Vorauasetzung' , dtus die zweite Seite eiueu bestimm- 
ten endlichen Wwth habe. Dana ist aber gletohgiltig, w«hihes die (koastaaten) 
Werthe Ton a und b sejcD, auch wenn dieselben unendlich gross gedacht werden. 
Man kann des «halb 



.4y7'-'-=y:^- 



0») 



■etien (a konstant nach a), so luige die zweite Seite einen bestimmten end- 
lichen Werth hat. 

Es ist begreinieh , dass obgleich 

einen bestimmten von a abhäDgenden Werth hat, doch 

nicht bestimmt und endlich sejn kann, so dass man die Gleichung (b) nicht zulassen 
darf. Ein solches Beispiel liefert §.<e7, IL 

Han kann dieas auch noch in anderer Weise ersehen. Es ist (h und a unab- 
hängig Ton a) ; 

-j-Afc.)..=o,r ""*y~"'-' '- ■ 

O«/ II J ' ^« 

Abor (8. 16, 1) 

f(«.. + J.>-th.) ai(..i.) . . 

di = "F^"^''' 

wo Orß=9', demaach 

/•■ |(... + ^.)-»^.) ... /■■ »td.rt . ,/•■.. 
J. J-. "-J. ». ■■+_//». 



t/,(.,.),.=/'y|t=i.,+*/V.^ 



(=) 



So lang« a und b «ndliefa sind, ist das sweito Glied dar nviiitea Seite Kall; 
wird aber eine der Qräazen unendliob , so kann es mOglioker Weis« UBbostlninfaar 
seyn. Sa 
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zuMi iD s- SS L a 

immer dbie bestimmte GrOue igt, indem wir 

aÜi besthmnte ^nktion rod et rbrausaetzen, so bleibt eben danil 

unbestimmt. 

Dabei Isi zit bemerken d&sa 

nur Null oder dncetiatu unbestinmt seyn kanti. DpiW> es ist immer 

wo ^ ein Hittelwertb aller Wertbe tod ß ist. Aber ß' (b — a) kUute, selbst 
wenn die Dttferenz b~ra unemdliclt ir«<daaii ^'(b-V-a) d>e:FonnOQO anninunt, 
nur dann einem bestimmten Werthe gleloh sejn, wenn ß' und b — a Ton J'x. ab- 
hängen würden (§. 23), da man sonst b — a in allerlei Weisen gegen Null gehen 
laasen kann. Null aiber kann /S* (b — a) se^o, d&O^':=0. 
Hat also 

y. 8(t 

eisen bestimmten (folglich aneh, endlichen) Wertfi, so moss 

einen bestimmten endlichen Ton Null verschiedenen Werth hätte. Dann (Kitt (o) 
mit (b) zusammen. 

Sobald biemaoh für 

?). 



/.— ei— 



ein nnbesümmter WerÜi erseheiat ist diess ein Zeichen, da«B man die unendlioli 
werdende Gr&nze nicht als fv^ « (maMtaagif^ lAnten darf. Wir wollen diess an 
einem Beispiele näher betrachte^. . ~ 

EiUt (§.85, ni) 

■■■■"' r^-T->- : ; '\ - 
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Wie Ikut (ich eotulieidaii ol 



Jedenfitlla 



Aber 






eine GrOBse die geradezu uobeBtimmbar iat. Betroahteti wir nun aber zuerst das 
lotegr&l 

und seUea daiMlbe =F(ft), so ist jedeublU ß als reu a unabh&ug^g aiuuseheo. 
Setst man darin x^=«z, «o ist auch 



FW 



-f:^' 



eine ideotisch richtige' Gleichung die filr jedei fi gilt, io dass ftlr ju=: CC wirklich 
die (d) gefunden wird, woraus ^>er nicht 

/""■'"'"=° 

geschlossen werden darf. Di« GrOsse Oß ist in diesen) Falle ans — entstMiden. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit die Frage, wie >i^ entadteiden luse ob ein 
Integral 

y/(x)Bi. («) 

wo a eine bestinuDte endliehe OrOsse ist, endlich sey, n&her betrachten. 

Gesetzt es sej f (x) so besch&ffob dass Ton i^b an, wo b vielleicht sehr 
gross, aber endlich, diese Funktion inuner dasselbe Zeichen habe, welches wir 
positiv Toraussetzen wollen, und es nehme dieselb'b von da an beständig ab, so lässt 
sich aus „Anhang" 31,. in die Frage entscheiden. 

Ist nt O b) eine ppsitire gftuse Zahl, M Ht» maa 



/™ /•_ /HB 
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wo das erste Integral der zweiten Seite immer ondliDh ist (§>3d, fl), so dau du 
rorgelegte (e) einen bestimmten' endlichen Wertb bat wenn 



n 



fW8x 



in dieser Lagfe ist. 

Aus dem in „Anhang" Jl, III bewiesenen Satze fo)0 aber dass dieses Integral 
unendlich ist wenn die Reihe 

«m + l) + t(m-(-2) + (I) 

dirergent istj daas es dagegen einen endlichen Werth hat wenn 

f (m) + f (m + 1) + ((m H- 2) (g) 

koDTergent ist. Die Reihen (0 und (g) koiiTergiiea und divergiren übrigens gleich- 
zeitig. Unser Satz gilt freilich nur wenn f (z) obigen Bedingungen genügt. Dabei 
muss jedoch f(x) von s=:b an nicht gerade positiv se;n, da wenn diese GrOsse 
dann beständig negativ ist, derselbe Satz sich leicht erweisen lässt. 

Hit Vortheil kann man hiebe! oft auch den folgenden sofort einleuchtenden 
Satz anwenden: Ist Ton x^a bis z^b die Fnnkticn f(x) endlich und positiv, die 
positire Grosse F (x) innerhalb derselben Gränaen immer kleiner als 1 , so ist 

.y^F(.)twBi<yv)ei, 

welcher Satz aaeh fUr b = CO gilt. Wenn 



endlich ist, so bleibt 






, bleiben auch 



Booh endlich wenn der Werth von F (x) immer swischen — 1 und + 1 bleibt. 

endlich ($. 87). 

Nimmt f(x) mit unendlich wachsendem x nicht unbegränzt ab, sondern nfthert 
sich einer bestimmten van Null versohiedenen Orftnze, von der es bei grossem z be- 
liebig wenig abweiche, so folgt aus dem Satze des §. 39, II, dass das Integral (e) 
unendlich gross sey. 

Zu g. 85, in. 
Unit kann Anstand Debmen a := zu setzen, da die Gleiohnng 



/:-' 
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'Xn ZaUtta n S8- 192 >V, 186 IT, 143 n. 

Dothwendig a ^ voraugsetEt. -Setzt m&n also bloss ß := OO, so ist sicher 

J, — ; — »— 2-<-C*=tJ- 

Aber (§.55, 10 e~"' = l — «xe~"®' wo 9 swiscfaen uDd 1; demnacb 

Dm Integral 
wird fOr a^P uubestimml, aber nicht uDendliijbj demnach Versobwindet 



■/"- 



fBr «t ~ und man xi«hli au« Torstebmder Gleiohang, bdein man, beiden^tig a su 
Null WCTdoD l&ssl^.difi (d). 

Zafi. 132, IV. 

Ob die f|, q^t« • • • 9a s&nuntlioh Tersohiedene Funktionen sind, er^bt sieb 
ein&ch daraus, ob man mittelst der (i) die GtJMseii j, e, . . . durch i und die Kod- 

■tanten ausdrücken kann. Wenn diesa angeht, so müsaeu die (j) alle versobiaden 
sejrn, d, h. keine der Gleichungen (i) folgt aus den übrigen. 

• Zu 9. 180. IV. 

Hao konnte auch setzen wollen 






Dieis käme darauf hinaus, die Integrale negativ zu finden, was unsul&ssig ist. 
üeberbaupt nehmen wir ja die Quadratwurzel nur mit ihrem positiven WMtbe. 

Zu». 149, U. 

Wir haben kurzweg f' (z) als unendlich angenommen wenn f (z) springt. Man 
kann diess bestreiten, jedenfalls ist aber f (z) alsdann unbestimmbar, was in I 
nicht zUl&Bsig ist, so dass die Nothweodigkeit .des Beweises, wie die Form desselben 
bestehen bleibt, Es handelt sioh somit nur um die Annahme, dass F(z) Ton a — « 
bis a dieselbe Fa^itf on bleibe , nui dann wieder von ze^a bie ti-ha, wav wohl 
immer erlaubt ist. 



i.sanyGoOC^Ic 



Zn«. 147,1. 

Sey etwa für die Reihe An. n' »n ain r ; ; ~ angenoiiimeii, daw f (i, j-) gleich 

1 seyn sali flir »lle Funkle welohe ianerhiklb eines rechtwinkligen glsichscheokligeD 
Dreiecks liegen , dessen Seiten zu Gleichungen hftheii: 7 = 0< j:=k, x^o, und 

dUH jenaeiU dieser Gränzeo .f (x, f) ^ull iej, * AUdann ist 



A„.=± Aur««----5^^8,. 

c«v» y« c 



Setzt man hier c' ^ c , so Ist 
wenn n'niid n' Tem^iedeu: 

wenn d und n' gleich: 

A.... = ^(I -««««) = ^.{l-««n«). 

bt nüä n eine unger&de Z&hl nnd n auch , so IM' diess = — fi • 

, 8n 

" 1 D „ , „■ „ . „ n gerade, . k „ .= — 'i~'V 

8i 

„ „ n „ gerade _ « n' ungerade, „ „ ^ — ■T'T' 

„ „ D „ „ „ ,.n' ^rade , „ „ ^ 0. 

DaravB folgt dass 

8 v-R l „...(an-H) ....._ (2n-+l),r 



^22 



(2>.H-I)[(2ny-(2n+l)']"" c **" « 



"^ **"" (2n'+I) [(an+D'-tan)»]" 
wo jeweils die doppelten SununenEeiehen sich auf n = , 1 , . . . ; n' ^ , 1 , 
beziehen. Offbobar kann man auch setien: 

^■^ (2o + l)«» ^.^ (2n- + l)« y 



«' (2n+lj(an'+l) 
, 8 „„ 2n r . 2b«x . (gp' + l>» r 



■ D. ii. r(t, j) NaH HT *eiui i nrlHbeo nud e nnd j iwtaeben s nnd e*( ab« 1 My 
fOixTanObUc und ;TDnObtii. C nOöl'r 



XIT ShiMta n t. U5. 

In dieser Gleiohnng man 0<i<o, jr^x »oyn, Vertantoht man x und y 
{iBuIit also y^x), M muu die ent« Seite zu NoU werden, wie die Annalune in 
Bezug ant f (x, y ) ansiagt. DeMhalb ift 

tss L „.„ (g-'+l)« - . (2.. + 1)« ? 

«' (2n-f-l)(2n' + l) e **" e 

_^ 8 „^ 2q r . 2nitT . (2ii' + 1)m 

. (2D' + l)«y . 2nni-] „ „. 

— »m -ttn 1 = 0, (b) 

wo 0<!x<Co, 7'<x- (FBr 7^^ fi|i't> ^'^' nielit.) Dnroh Subtraktion folj;! 
hieraus ; 



«■ (2n'+l)t(2n' + l)'-2o)'I 

r.i,.^"'"..„ <''''' + '>*y . gn' + D«. 2i.«r1 

I — ^ — ^ • • '**"^ — \~^ • W 

wo x<c, y<[x «eyn muis, x übrigens positir ist. Pfli" x^Oiy = 0; y = xitt 
die erste Seite = 0. Ein Vertauschen von i und j Ändert bloss das Zeiohen der 
ersten Seite, Debrigens folgt aus §. 146, 1 dass 

worans dann 

^{2B + l>(2n' + I>"^ 






wenn x und j zwischen und c liegen. Uittelat dieser Gleichung folgt die (o) 
sofort aus (a). 



Zu 8. 166. 




Wir setzen in den einzelnen Fällen inuner r^ > Tor 


US, d. h. lassen x nnd z 











/ • '■ - 
y v(i±>")(i±<'-' 



' V(i±>")(l±<'-') 

dauelbe Voraeiehen haben. 

Im Falle I, 1- geht x Ton — CC bis a, oder d bie + CC. DaD.n geht 2 reo 
|=|bl,l,-lbi.|=i. 

Im Falle I, 2 geht x von a bis b, z also Ton — 1 bis + 1 ; Uinlioh in den 
FftUen 3, 4. 



Im Falle II, 1 geht x tod — CC bis s, oder b bii -t- oD; dann z Ton 

bis 1, öder — 1 bi« ^—j. Der FaU H, 2 wie I. 2. 

FQrlV, 1 geht X TOD d bii CO, alte z Ten — 1 bia + 1 ; für IV, 2 geht x Ton 
— oO bis b, also z tod — 1 bis + I ; die F&Ile 3 und 4 erledigea sieh ebeo so and 

aneh T, I, 2. — In allen diesen Fällen ist immer a . positir und anch 

Bx 

T— stellt (ieh ala positir heraus. 

Eine besondere Betrachtung verlangt nur III. Wir setzen o ^ 0, also ä~ ^ 

TorauB. Die GrOsse kann alle möglichen (positiren oder negatiren) Werthe 

annehmen; e« muas also auch — ^— in denelben Lage seyn. Uebrigens ist 

8 l + g» _ I + »' 

so das» dieser Brach mit z (also auch mit x) nftofast. 
Sej nun a negatiy. 

Bej a pesitir. 
(Mit E TOD — cc bis — — , H) gebt ron — o bis 



Daraus ist ersichtlich, dass z von — 00 bis + OO geht und eben so — 
wenn x Ton — OO bis + 90 geht. Die zusammengehörigen Orftnzen ergeben 
aas dieser Dnlersachung sofort. 



Die Gleiebangen 

/" °"~*~"""°' as = ti(a' + °') + C=ii(a'+B') + C' 

wo C TOD B, C Ton a anabhftngig (und wo beide Male a ::= beanstandet werden 
kann) sagen dass C und C von a und a anabhängig aejen, so dass also 



XVf ZttMtK n |. iw n. 

Setct man hier a^O, a=l, «m geitaiut iit, h ergibt aieh G = 0, wAto 
Aber e~"=l— a«e~'®', wo 9 rwisoheo «nd 1. Demnadi 



Die GtOase 
wird'mit a eu Null, indem 



^j:-- 



nicht nnendliob; kIso erli&lt man für a = : 



,Gooi^lc 
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Drittes BucL 

Integration der Differentialgleichungen. 
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Fünteehiiter Absclmitt. 
Die DUferentialgleichungeii erster Ordnnnir. 

§.90. 

EntatebiiBg. NoÜnreDdigk«i( nod Fotm im Integrrigleichniif. 

I. Eine jede Gleichung zwischen x, y und den Differentialquotienten 
von y Dach x heisst eine Differentialgleichung zwischen y und x, nnd 
zwar ist sie der ersten Ordnnng, wenn nnr der erste Differentialqaotient 
von y vorkommt, der zweiten, wenn auch noch der zweite vorkommt, u. s. w. 
Wir wolien hier zunächst nur die Differentiaigleichnngen der ersten Ordnung 
ins Auge fassen. Was diese nun anbelangt, so können wir nns eine solche 
in folgender Weise eatstaaden denken. Gresetzt 

sey eine Gleichnng zwischen x nod y, in der die Konstante a (nebst vielleicht 
noch andern Konstanten) vorkomme; ans ihr folgt (§.17): 

in welcher Gleichung im Allgemeinen auch noch die Konstante a vorkommen 
wird. Eliminirt man snn a ans den beiden Gleichnngen (a) und (b), so wird 
man eine Gleichnng 

<..y.H)=» (■) 

erhalten, in der a nicht mehr vorkommt, die aber sicher aus (a) folgt. Diese 
Gleichnng (c) ist nun eine Differentialgleichung erster Ordnung, während 
' die Gleichung (a) ihre Integralgleichung ist. Daraus folgt ganz on- 
mittelbar, dass die Integralgleichung einer Differentialgleichung eine (will- 
kürliche) Konstante enthalten kann, die in der letzteren nicht vorkommt, und 
dass sie also eine solche enthalten muss, wenn sie allgemein genug seyn soll. 
Zwei Konstanten, die in der Differentialgleichung nicht vorkommen, kann 
die Integralgleichung aber nicht enthalten , da man zwei solche nicht eümi- 
niren kann, wenn man nicht ober die erste Ordnung hinausgeht. 
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4 Noüsvendigkelt der iDtegnUglelchimg. 

II. £b fragt sicli nntiinehr bloss, ob jede Differentialgleichung (c) aach 
nothweDdig eine Integralgleicfanng habe, oder vielmehr, ob es nothwendig 
. eine Funktion y von x gebe, die der Gleichung (c) genQgt, und eine villkOr- 
liche Konstante enthält, die in (c) nicht vorkommt, Dass dem so ist, wird 
man sich am Einfachsten durch eine Art geometrischer Konstruktion ver- 
deutlichen. Wir sagen nämlich, mittelst der Gleichnng (c) lassen sich Kurven 
konstruiren , nnd wenn wir diess gezeigt haben, so haben wir hiemit anch 
nachgewiesen, dass es eine Funktion von x gibt, welche der Gleichnng (c) 
genfigt, indem die Ordinate einer Knrve nothwendig eine Funktion der Abs- 
zisse ist, nnd eben diese Ordinate ja der (c) genfigt. Nun drückt aber ~ 
für einen bestimmten Werth von x die Tangente des Winkels aus , den die 
berührende Gerade in dem Punkte der Kurve, der zu x gehört, mit der Abs- 
zissenaxe macht (§. 11); kennt man also ^ , so kennt man anch die Rich- 
tung der berührenden Geraden, von der wir sagen dfirfen , dass sie auf eine 
unendlich kleine Entfernung hin mit der Kurve zusammenfalle. 

Nehmen wir -nun an, der Abszisse x, entspreche die (willkürliche, aber 
bestimmte) Ordinate y^, so folgt aus (c) der zu x = x,, , y = y« gehörige 
Werth von t- , also die Richtung der berührenden Geraden in dem betreffen- 
den Enrvenpunkte. Konstruiren wir diese nnd nehmen dann eine Abszisse 
Xo + ^x, wo wir nns Jx als unendlich klein denken wollen, bo werden wir 
die zugehörige Ordinate einfach dadurch erhalten, dass wir die im_ Punkte 
X := Xj + ^ X errichtete Senkrechte auf die Abszissenaxe an der vorhin kon- 
struirten berührenden Geraden enden lassen.. Wir kennen somit anch die 
neue Ordinate y,, die zu Xj, + dx ~ x, gehört, können also ans (c) den zo- 
gehörigen Werth von — finden, also die neue berührende Gerade konstmiren. 
Gehen wir dann znr Abszisse x, -t-^x~x, über, "so werden wir ganz in 
derselben Weise die weitere Ordinate y, finden, nnd dann aus (c) den neuen 
Werth vpn ^ ziehen, also die dritte Tangente konstruiren können n. s. w. 
Man ersieht hieraus wohl schon , dass man mittelst der Gleichung (c) eiäe 
stetige Kurve konstruiren kann, deren Ordinate y ihr genügt. Da yo ganz 
willkürlich ist, so gibt es noendlich viele selcher Kurven; das einmal 
bestimmte y^ spezialisirt jede einzelne und vertritt also die willkürliche 
Konstante. 

ni. Der Beweis dleseü Satzes läast sieb jedoch auch in folgender Weise fiiliireD. 
Setzt man in §.53, I: a + h=;x, ao ist 

f{i)r-f(.)+^f{»)+'^^V-w-i- 

welche Reihe wir uns unendlich denken wollen (§. 53, nO. 

Da der Werth von y, wie er der (c) genügen soll, nothwendig eine Funktion 



ist, so aoU derselbe durch die eben ^naoDtc Grösse f (x) aasgedrückt anja, 
a soll die Grosse j dargestellt sejn durch 



1 . VeiA 1-2. VBiV. 



worin a ein beatimmter Werth toq x'iat, für den die Beihenentwicklnng noch zu- 
lässig ist. Da die in (d) Tarkommende Grösse y geradezu die iu (c) eben so ge- 
nannte seyn soll, so wird also letztere bestimmt aeyD,,wenn y., ( ö~ ) . . ■ . er- 
mittelt sind. Der Werth y, bleibt aber willkürlioli , da wir kein Mittel zur Sand 
hahen, ihn zu beBtimmen ; ( g~ ) dagegen ergibt sich au3 (c), wenn man x = a, 
y^y. setzt. ( ÄYi) findet sieb, wenn man (c) differeuzirt und dann i^a, y=y., 
g— =^( Q— 1 setzt, u. s.w. — Demnach ist die Funktion y, welche in (c) rorkommt, 
durch (d) bestimmt. Da die eine willkürliche Koustaute y. darin vorkommt, so hat 
man. den in II gefundenen Satz dadurch abermals Dachgewiesen. * 

IV. Wir haben so eben gesehen, dass es nothwendig eine Gleichung zwischen 
X nuj'y mit einer in (c) nicht Torkommenden Konstanten gibt, ans der (c) herTor- 
gehen kann. Wir wollen nun aber zeigen, dass es nicht zwei solcher Gleichungen, 
die wesenüieh Ton einander verschieden sind, ^ben kann. 

Seyen nämlich 



* Da«s der Werth tod ^ , der in Jedem Punkte eioer der in II koastrairten Ennen 
«t&tifindet, derselbe ist, der &Qoh in (c) rorkommt, ist setbstTsntandUch, da er Ja so bestimme 

Uan kann aber fUr III Terlangen, dass mao zeige, es folge ans (d) ein Werth tod j nnd 
^nei Ton tt^ , die wenn i == b geietit wird, auch noch der (c) für i = b gcnOgen. Ist j nach 
(d) beMimmt, woraus dann r-^, . . . sich ergebeD, nnd man setzt diess in F ( ^7> ö~^ ) 
ein, to rerwandfllt sieh diese QrOsie in eine reine Funktion tmi i, die wir docch 9(1) bezeich- 

oifa wellen. Bildet man aber 'r-^ und setzt dann fUr j , -~ ihre Wertbe 

d' 9 (>) 
aus (d)t so eriiOlt man offenbar dasselbe, als venu man ^ unmittelbar abgeleitet 

bitte. -— Ans der Entwicklang in HI ist klar , dasi fQr z = a die Orllsse ^-^Nutlist;daraus 
Iblgt, dau anch «■ (a) ^ sey. 
Nnnist 

♦ (b) = »(a) + ™,■(a)^ "■""" 



1.2 ' " 

also da v>° (a) = , so ist auch7(b) = 0, d. b. die Gleichung (c) ist erfüllt, wenn man ;, 
^ au <d) in ihr einsetzt , nnd dun i = b macht. Damit ist natürlich di« Behauptang 
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6 E> gibt nur eloe IntegialgleicbiiDg. 

♦ {i,y) = e. V(».y) = e' (•) 

diese beiden GleichuDgeii, welche wii uns nach den wUlkürlioheD Konstanten e und 
o' MifgelOat denken, so muss ans jeder derselbe Werth Ton g- fol^n, wie er in der 
Gleichnog (c) Torkiunint. Äoa den beiden (e) eitel fblgt (§. 17); 

8y _8x_ Sy Bi 



e» ~ 8v ' Biey~ey dt '' 

By By 
sejn mass. Mao setse nun 

und ziehe aus der zweiten j, welchen Werth man in die erste (g) einsetze, wodnrob 
die Qleichnng , 

P = f(i,q) (t) 

zum Vorschein komme. * Daraas folgt 

ai~8i 8q6i' ey~eqey' 

6p 8q ep Bq 

woraus, wenn nuut in (f) d. h. j— s~"^b~ ö~ einsetzt: 



8y VBi Bq %tJ 



Diese (nothwendig richtige) Gleichung ist erfüllt, wenn g- =: , oder g~ ^= 0. Da 
aber q^\p(i, y) und diese Grosse 7 nothwendig enthalten muss , indem sonst die 

8q 

zweite Gleichung (e) keine Integralgleichung seyn konnte, so ut g— nicht = 0; 
demnach ist g-^O, d. h. die zweite Seite der (h) enthält kein z, oder es ist 

^'^ ^*" p = f (q) . d. h. ^ = ((*) . 0") 

Kur unter dieser Bedingung kOnnen beide Gleichungen (e) als Integralglei- 
chungen von (c) bestehen. In diesem Falle aber sind sie nicht wesentlich yerschie- 
den. Denn setzt man f(i^)^c, so muss ip nothwendig eine Eonstante seyn, so 
dass aus ifi=:e folgt tp=-c'. 

Hieraus ergibt sich, dass wenn (p (z, y) ^ c eine Integralgleichung ron (c) ist, 
auch f [q) (z, 7)] ::= c' eine solche ist , die aber nicht ron der erstes rerschteden ist. 



* D. h. «)=;f(i, v), wo 9 nnd ip ini AbkflmmgfUr f>(i,y). v(z,y)gi 
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Difbrentiftl^eichiiDg mit gelfeiiDtei) VertnderiiolMD. 7 

t iat dabei eine ganz beliebige Funktion. Aber aDch nur in dieser Fonn kKnn man 
Ton Ewei (»der mebreten) Integralgleichongen der (c) sprecben. 

In Wahrbeit gibt es also nur eine Integralgleichung der Difl^renÜalgleicbong 
(c) mit einer in letzterer nicbt Toikonimenden Konatanten. Wie man dieselbe findet, 
ist gleicbgiltig. Kennt tnan alto eine Gleichnog zwiscben x und 7, welche eine in 
der Torgelegten Bifferentialgleicbung nicht rorkommende (willkürliche) Sonstante 
enth&it, und die so beschaffen ist, das» ans Ihr nach der in 1 angegebenen Weise die 
Differentialgleichung berrorgeht, so ist diese die (einzige) gesuchte Integralgleichung. 
(Tergl. 17. Abschnitt.) 

V. Legt man in der Integralgleichung der willkürlichen Konstanten einen be- 
stimmten Werth (z. B. etwa Null) bei, so erhält man eine Gleichung, die natürlich 
der Torgelegten Differentialgleichung genügt, nicht aber die allgemeine Form der 
IntegralgleioliuBg Torstallt. Eine solche Gleichung beisien wir ein besonderes 
Integral oder eine besondere Integralgleichung der vorgelegten Difi^ntial- 
gleiduuig. 

§.91. 

DifferentialglBlchoug mit getrennten Teribiderlichen. 
I. Von den Differentialgleichungeii erster OrdDung werden wir zn- 
nächst di^eoigen betrachten, in denen ö^ nur in der ersten Potenz vor- 
kommt, die also die Form 

P + <i|| = ■ (k) 



haben, wo P, Q bekannte Fnnktionen von 2 nnd y sind. Man nennt dieselben 
Differentialgleichungen der ersten Ordnung nnd des ersten Grades, wobei 
wir bemerken vollen , dass man die Gleichung (k) wohl anch in folgender 
Form schreibt (§. II): 

PÄi + QÄy^O, (kO 

die wir jedoch in der Kegel vermeiden werden, da die Forme] (k) klarer die 
Bedentang der Gleichung aasspricht. 

II. Die einfachste Gestalt, welche die Gleichung (k) haben kann, 
ist die, in der die Veränderlichen getrennt sind, d.h. daPketny, Q 
kein x eath&lt. Alsdann ist die Integralgleichnng von (k) einfach: 

/p8i+/Q8y = C, (!) 

wo eine willkfirliche Konstante bedeutet, und iP'dx. das Integral nachz, 
Q9ynach y bezeichnet (§. 28). Ans der Gleichung (I) folgt nämlich 
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nnd da /Q3y keiD x oDthält, aiBO -^— = 0, aber -*^— = P ist: fer 
P3t kein y enthält, also -=';j— = 0,»ber-^- = ai«t, io folgt ■ 



atuO'): 



p + q|J = o. 



d. h. die Gleichang (k) , so dasB (1) wirklich die Integralgleicbnng von (k) 
ist) oiid angeiiBcheinlich die nicht in (k) vorkommende ganz willkürliche 
Konstante C enthält. 

m. Sehr oft lassen sich aber in der Gleichung (k) die Yeränderlichen 
l^eht trennen , wenn sie es noch nicht sind. Seyen etwa Xi , X« GrflsseD, 
die kein y; T., T^ Grössen, die kein x enthalten, und man habe die 
Gleichung 

X,Y, + X,T,|^ = 0. <in> 

Bo folgt aus ihr 

woraus, da jetzt die Veränderlichen getrennt sind: 



yi-r^-- 



Hier sind die Verändeilicben g'etrennt, also ist 

/ien- /b8y = C, «i + by = C. 

2) Ein mit einer flflsaigkett gefülltes Gefäss wird um eine vertikale Az« 
gleiehfSnnig gedreht. Dabei entsteht ersichtlich eine Vertiefliog der OberSfiche der 
Flüssigkeit und man soll die Qestalt derselben ermitteln. 

Sicher ist dieselbe die einer BotatioBifl&che, die durch Botation nm die Dreh- 
ftxe des Gefösses entstanden ist, so dass es genügt, einen Schnitt derselben, der 
durch ^ese Axe geht, zu kennen. Betrachten wir nun ein Waasertheilchen in 
einem solchen, und sej j die Entfemiing desselben TOn derDrehaxe, z seine Er- 
höhung über der durch den tiefsten Punkt der Fl^he gelegten Horizontalebene, 
(also z und y seine rechtwinkligen Koordinaten), so muss, wenn das Wassertheilcben 
bei der Umdrehung des Gefässes eines Kreis rem Halbmesser y beschreiben soll, 
die auf dasselbe wirkende Kraft (Schwungkraft, ZentriAigalkrafl} nach diesem Halb' 

messer (gegen den Hittelpunkt) gerichtet und gleich — -' seyn , wenn ß das Qewieht 
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dei Theiloheiu, rieioe Gescbwindigkeit, nnd g diMclbe Bedentnn^ hat wie in 
J.20, Vm. I»t aber a die üiiidr«hUDgige>ob windigkeit, ao ist T = ay, aUo obige 



Kraft 



fa'y. 



ThaM&cblicli aber wirken zwei ErKfte anf i&a Wassertheilcben : das eigene 
Oewioht n yertikal nach unten , und der Wideratuid der Fliehe , senkrecht tu der- 
•elben und nach innen gerichtet. Setzt man beide zusammen, so muzs die oben ge- 
nannte Kraft als reiultirende erscheinen, wenn da« Wasserthe liehen an seiner Stelle 
bleiben soll. Macht die Tange^ite AB mit der x-Axe den Winkel q 



Wiukel der beiden Kr&fte = 90^ + 5, und da die resul- 
tirende Kraft nach AC gerichtet sejrn soll, welch letztere 
mit den beiden Richtungen die Winkel p ond 90" macht, 

ao muu, da die resultirende Eiaft^~ — ist, bekanntlich 

■ejni ^ = ^^ßi während der Druck ist . Aus 

der etsten Gleichung folgt 



Fig. 53. 



.d.b.(|.ll):j 



ßdx). 




Daraus ergibt sich 



.■/,»,=/ 



gii. 



-=«x + c. 



Die (im Allgemeinen wiUkflrliche) Koiutante C lägst sich hier jedoch bestimmen. 
Da ftlr X ^ auch 7^0 aeju muss,, so ist nothwendig C ^ , d. h. die Gleichung 
des Sehnitts ist bloss 



Diess ist aber bekanntlich die Gleichung einer Parabel , so dau die hier be- 
trachtete Fläche entstanden ist durch Umdrehung einer Parabel um ihre Hanptaxe. * 



* Svj dailroUrende Gensi etwa ein Zylinder dessen Axe OC, so wird die Flüssigkeit u 
den Winden impoisteigen, d&g«gen in der Axe sich senken. Die Eiliebnng über den nispiflng- 
lioben Waiierspiegel betrage b, die Senknog ontei denselben aber h'. Dki Tolomen Wuier, 
dai iidi erhaben ha^ rnnsi nun glelcb seyn de» doteh die Senkung leer gewordsnen Tohunm. 
Um enteiei lu rechnen, bemerken wir, dass dauclbe gleich ist dem Inhalte einei Zyllnden 
TOn der HObe h, dnsen Halbmeiier dem CkfAishalbmeuer gleich ^A, TertDiodert nm den Theil 
d«i Farabololds, der innerbtlb dieses Zylinders ist. Der Eabikinhalt des gansen Faiabolcids 

i«t(S.49)»/ r'ex^^-^if^i + b')'. dal des Stücks bis nu Habe h' : --^ Rh-', also das obere 
8tack = -f [(h + h')* — h"]. DeF Halbmesser des Zylinders (Ordinate der Parabel für 



z^h + hOiat y -f(h + b'). desshalb Ist das Stück desaelben, das wir au berechnen 
haben, g^deb-^(b + b')h, so dass dM Volomen de* gehobenen Wassers = -^(h + h') h 



S) »y'5^ + *»*— 2i'+8i+12=0. odM»y*<fy+(4j'-2i'+8i + 12)<Ii^O. 
/»7'8r+ /(4i'-2i' + 61 + 12)61 = C, 



=^ + .»-=|-+3i*+12x=C. 

i(ay' + b)-(-y(oi + g)J^=0. 



ci+K ay'+bei Voi + g /»y'+b 
und dft 



— -^I{oi + g) + — f{ay' + b)^C, 

;(ar' + b) = 2aC-— +^I(c» + e), 



und da 0**" eine willkürliche KonBtaote , die man föglidi mit C bezeichnen kann ; 
e ' ^ (0 1 + g) ° , »o ist bIsq 

5) (6iy-i-3i)^ + 6i' + 8i = 0, 
(durch DiTiaiOD mit x); 

3(2y + I)|| + 5i + 8 = 0, 

/3(2y + l)ey+ /{5i + e)6i = C, 
3j* + 3y + ^ + 8i = G: 

6) In einer engen prismatischen oder z^lmdrischen, fiberall gleich diekea 

— =^ [(h + hO' — b'*]. Da diess gleich seyn mnis dem leer gewordenen Raoine, d, h. gleich 

^h'*, so bat man; 

2h(b + b') — fli + b'J'-t-h" — b", 2h = h-+-h', h = h'. 
d. b. die Flilseigkeit hebt sich eben 90 hoch, al« sie sich senkt. Da der'HalbmesMt des Ge- 
tanes (wegen h=:h') iat — Vgh, so maei, wenn r denelbe iit; 4gh^a'r' seyn, wonoi 
h sieh berediDen IKut. 



i.sanyGoO'^lc 



ErwSmiimg eloer FlUuigksit mitteilt doralutTSinenileii Oa««i.' 11 

Rohre strOme heisse Luft, 'währeod sie Toa einer Flüaiigkeit amgeben aey, die fmmer 
dieselbe Temperatur t bähe. Unter der Voraussetzung, es ströme durch jeden 
Querschnitt der Rohre in derselben Zeit dieselbe (Gewichts- )MeDge Luft, es bleibe 
ferner in jedem einzelnen soloben Querschnitte die Temperatur der durchströmenden 
Luft zu jeder Zeit dieselbe und es gebe die Rohrenwand alle emp&ngene Wärme 
an die Flüssigkeit ab, soll die Wärmemenge bestimmt werden, die in der Zeiteinheit 
durch diese Wand strOmt. 

Sef tu die Temperatur der in die Bohre einströmenden, t^ die der ausströmen- 
den Luft, p das Gewicht der in jeder Zeiteinheit durch einen Querschnitt strömenden 
Luft, t deren Temperatur in dem um x. vom Anfang entfernten Schnitte, also t + 
/It die im Querschnitt, der x + ^x zugehört. Ist c die spezifische W&rme der 
Luft (§. 76, VII) I ^0 verliert in der Zeiteinheit die durch das (unendlich kleine) 
Element ^x strOmende Luft die Wärmemengo^pc^t. Sej s der (konstante) 
Dmfting des Querschnitt«, als s^x die Fläche derWand, die das Röhre nelement 
begränzt; y die Wärmemenge, die in der Zeiteinheit durch die Wandeinheit strömen 
wttrde-, wenn Luft und Wasser um l'TemperatuT verschieden wären, saatjs^i.{t — t) 
die Wärmemenge, die in der Zeiteinheit durch das fragliche Stfick der Wand strOmt 
(vergl. §. 104, Nr. 9 und 10). Da diese letztere der gleich ist, welche die Luft 
vertiert, SO hat man 

-PB Jt=).l4l(t-t),-pC2^=y8(t-t), 

d. h. (§. 75, VI) 



FfiTX = ist t = ti,, also 

tg — «=^C; und allgemein: =:e 

Ist h die Länge der Rohre, also sh ihre innere Fläche =^ a, so ist (da fflr x=h 
auch t := t,) : 

^ß^ = o ". t.-t, = (l,-t)(l-e '\ 

Die in der Zeiteinheit rou der durchströmenden Luft verlorene Wärmemenge 
Ut (§. 40, IV) 



••/> 



= po(t,-0 = pc(t»-t)n~e ' ), 

welches nun die Menge ist, die an die FlÜHi^^it gelangt. 

7) Man soll eine Kurve beschreiben, in der immer die Tangente des Winkels, 
den die berührende Gerade in dem Punkte (x, y) macht, gleich tty — ■ 

Man hat also 



i.sanyGoOC^Ie 



AwdehDnng einM Gaiei. 



wo wir statt 2 C bloss C geschrieben haben. Die Kurre ist also eine gleichseitige 
Hjperbel, für welche der An&ngspunkt Mittelpunkt ist. 

Kanot rnftn rinfin Pnnkt , durch dsD dJe Korr* gehen soll . so l&ut sieb C beitimmen. 
Sind ■, b die KoaidiDateo dieses Pnoktes , so iddm nämlich »ucb b' — a' := C seyo , bo dsu 
die GMchnDg dar Karre dann Ist: y'— i' = b'--a'. — Doch hat Jede der durch j' — i'=^C 
ansgedrflckteii Karren, »as aaeh C sey, die aogegebene EigenschafL 

6. Ein Gas warde ausgedehnt, ohne Wärme auizunehmen oder abzogeben; 
man soll den Endzustand aus dem anränglichen ermitteln. 

Sej T das Volumen des Gases bei einer Temperatur t, N der auf die Flächen- 
einheit alsdann nothwendige äussere Druckj Vg , Ng sejen die Werthe tod V, N 
fliit=0; V„ N, für t = t,i V,, N, für t = t,. Ferner sey Q das Gewicht ((ler 
Gesammtmasse) des Gases, o seine spezifische Wärme bei unverändertem Volumen, 
k das meohanisclie Aeqniralent der Wärme, d. b. die Arbeit, welche erforderliah 
ist, um eine Wärmeeinheit herroranbriDgen ; a endlich der AusdehuuDgskoeffirieDt 
des Gases. 

Alsdann ist bekanntlich 



NV — NoVod+at), H^ 



.NoMM-o^ 



Sey nun das Volumen des Gases = V (also t seine Temperatur, N der Druck), 
und es werde dasselbe um das unendlich kleine Volnraen -d\' ausgedehnt , so wird 
seine Temperatur noth wendig um — idt sinken (^t, als Aendening von t, ist negativ). 
Dadurch hat das Gas die Wärmemenge — Q c zf t verloren , diess in dem Sinne ge- 
nommen, dass diese Wärmemenge sich in Arbeit umgewandelt hat. Die Arbeit 
aber, welche verrichtet wird, ist N ^ V (da man für die unendlich kleine Auadehnung 
N als konstant annehmen kann); die Wärmemenge — Qc^t wird durch eine Arbeit 
= — kQo^t hervorgebracht, d. h. die erstere erzeugt letztere.. Demnach latus 

-kQcJt^NJV. d.b.-kQo = '^4±^>j^ 
seyn , oder da ^jj = ^ (§■ 75. VI) : 

, i(V) = -eI(l + nt)-l-C, 
' P^iF^- !>»''"'*='': V==V„, so istC = f(Vo), also 

\l + at/'' (l + at)'' 

Hier ist « = 000367, k = 424, c = Öl686, Nb;= 10334, ^ = r293, also 
= Q^JlOg ' "^'"1 ^8 »'"Ii um atmosphärische Luft handelt. 
Ist ti die Temperatur zu Anfang, tg zu Ende,, so ist 

i:.,Ti7rdvG00'^!c 



1 ev^ tQc 1 

V 8t ~ M,V, l+oi 



Uneaie Difibnntialglelelinng. 



' ü + at,)"' ' {l+at,/ "■*'- WntJ- 
Sind f., y, die Dichten des GaMi in den zwei Zoständen, so iat =r=— , worauB 

(Vergl. ; Poisson, Mechanik, II, §. 637 ; Bedeeabaeher, DTnamidensjatem, S. 45). 

IV. Aus den Beispielen 2, 6, 7, 8 ergibt eich, in welcher Weise die 
durch die iDtegration nea eintretende Konstante bestimmt werden ksdn. 
Kennt man nämlich für einen bestimmten Werth der unabhängig Veränder- 
lichen den zngehürigeD Werth der abhängigen, so ergibt sidi die Konstante 
sofort, veno man in die gefundene Integralgleichung diese Werthe einsetzt. 
Dass dabei die abhängig Veränderliche als stetige Funktion angesehen wird, 
ist begreiflieb; sonst wilrde die Konstante nicht nothwendig einen nnver- 
änderlichen Werth haben, (Vergl. §.26, ü). • 

Die Hauptaufgabe bei Integration der Differentialgleichungen erster 
Ordnung und ersten Grades ist nun die, durch irgend welche Hilfsmittel die 
Veränderlichen zu trennen, und wir wollen die wichtigsten Methoden, die zn 
diesem Endziele fObi'en, angeben. 

§.92. 
LiMSn DifleiMittsl^eiahiing. , . 

I. Seyen X, X, GrSssen, die kein y enthalten, und die Differential- 
gleichung 

|^ + Xy + X.=0 (») 

znr Integration vorgelegt. Man setze y = aT, wo a und v zwei noch zn 
bestimmende Funktienea von x sind, so ist g-= n ö — •" * ä~ > Mithin wird die 

Gleichung (a): . 

8t 8a 
ng^ + T- + XilT + X,=0. 

d.h. 

Gesetzt Dan, v verde so bestimmt, dass 

j^ + x.=o, (b) 

so folgt sss (a') von selbst 
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3^4 litDMue DMfetsntliüi^cfchiiDg. 

üad omgekehrt, «eon v und a den GleichUDgea (b) nnd (bO g^nßgen, 
80 genfigt y:^nv der Gleichung (a). 
Die Gleichung (b) gibt aber 

nnd da hier die Veränderlichen getrennt sind, so bat man (§. 91) : 

wenn man C für e^ schreibt, * Setzt man diesen Werth in (b'), so hat man 

also nach §.91 : 

_ C'-/x,e/iB'8i 
Cn4- /JT, e/^B » B I = C', n = s^— g . 

wenn C eine Konstante. Also 

y = aT = e-/^8-(C'-/x,e/^e>8x). 

d. h. die Integralgleichang der Gleichung (a) ist 

y = e-/iB.{c_ /i,B/iB»ei), (c) 

wie man durch unmittelbares Einsetzen in (a) sich leicht fiberzeugen kann. 

1) An» 

8r 

— + r = »x", od«r dy + yrfx = «i"(fi 

folgt alao, da jetzt X^I,X)=: — ax'i /X8i^x; 

y = e— (C + a /i-e-Si). «.27,n). 
91 n-i*t^ + iT=a ^y I ' T— * - X— * X — 



* Begieiflieh loU damit nicht gesagt seyn, et seje''=:C, aondern n 
eine KonstADte, die inaD füglich auch mit C bezeiehnen kana. 



3) Sucht man die Summe der unendlichen Reihe x + -^ + -= 
setzt diBaBlbe = 2, »o ist fQri*<l (§.6, H): 

g|=H-x4-i' + ....= i^. «1.0(8.91): ' = f^~ + C = 

nnd da (Qt X = auch z == 0, so ist C = 0, mithin 

= -i(I-»). (§.54,n). 



Gesetzt nun, man habe die unendliche Reihe 



1.8 2.S 3.4 4.B- 

welche ftti i'<;i koDver^nt ist (§.60, IV), und say deren Summe =y, so ist* 

Bx 234 8i'~234 

Hieraus folgt 

^.-/•^[c-/üi^A"..]=i[o-y;<.-.>.o 



* Die DifisreBunug einer onendliaheu Reihe, vie wii bb hier Chun, ist immer gestattet, 
wenn der erhaltene DiffeTentlalqnolient eine endliche Summe hat. Es folgt 
dien NU dem Satse des 8- 67, II. Denn ist, Tonx = aaD: 



H Ist nach Jenem Satse, wenn ttit i^a:ai + a) + eine endliche OiOise^C: 

D,+a,+o, + = / i8i + C 

/^ e* 

nudvenn die Smnme n, +n, + .., gleich t, so ist alae / k6s + C = t, s=:t- 



Der QnotiMM ^^^ in (. 60, IT Itt für die Reihe 



10 da« fTr-^ = z , tmd die Bilbe hottTergent Ist, wenn i Bwltoheu — 1 und + 1 , d. b. 
i*<1. F<bs = Oiit£e bertttte Bedidgang erfUlt. 
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^„ Du Integral / e— '*«inai8x. Relhennmunininf. 

(i- i)i(i — i) 

Da fllr X = auch y = , so ist nothtFeadig C ^ 0, da 1 + — 

Null i*t fllr I = (§. 22), 80 dass 

1.2^2,8 3.4 I 

4) Sey y =/"*«" »' w» (* x) 8 * . *o «t {§. 86. 1) : 



^=/'"e-»*M.aj:8x;/'i8-»*flM»i8i=-ie-»'«Mai-i»/«-»' 



i>axex(3.27>i 



Demoach in (a) ; X = ia, X, ^ — ), und folglich 

üti /e*'*e»=F(a), so istaUoy = e"*''[C + P(»)]. Da ferner für a=0 
anchy = 0, so hat man = C + F(0), C = — F(0), woraus 

r=B-*''(r(»)-F(0)]=e-i'y^**''8x«.4i.i). 

d.h. 

/'e-»'*A.{»i)Bi = o-WAV"'8i(S.86,r 



96, IV). 



1.2.3 



5) Die Heihe 1 +^:pi + t,_^i) fa+2) -^ (>+I)(>+2)(a+3) ^^'^' 

a> und x' < 1 konvergent i*t (§. 60, IV) 2U snniiniren. 
Ist y ihre Summe, so ist (vergL §. 68) 

<t(yx-) _ ^, , . 1.2I--' 1.2. Si-^-» 
<ii *' -t-ii-i- ^_^j "^(»^,i)(j+2) 



d.h. 

Daraus folgt 

Goo'^lc 



'+XY + X, =0. 



17 



nnd da 1*7 Null ist ffir x = 0, «o ist — C gleich dem Werthe von »■Ittz 
für X = , woruia Isioht folgt : 



y = 8i— (J-i)' 



-m 



Oleiebongen, die sich in ähnlicher Weise bebuideln Iumd. 

II. Ist Y eine bloss yod y abhängige Grösse; X, X, wie oben, so kann 
die Gleichnng 

5^,4 + XT + I, = «) 

leicht anf (a) zarOckgef^hrt; werden. Setzt man nämlich (§. 13): g— ö^ = 
g— , so ist die (d) : 

ond ans ihr folgt : 



5|+ir + }c = o, 

Hiehei gebort n. A. die Gleichung 

y— '^ + Xr" + Xi-rO. {e) 

Hultiplizirt man diese Gleichung oftmlich mit m, so iit sie 

mr"~'^ + niXy~ + iDl, =0, 

und geht in (d) über, wenn T = y, nnd mZ, mX, statt X, X, gesetet werden. 
Demnach ist die Integralglejohung ron (e) : 

Eben so gehOrt hieber die Gleichung 

^ + Xy + X.y'=0. (t) 

Denn ans ihr folgt 

nnd geht in (d) über, wenn 7= -j:^ = 7-°*', und~(n— 1)X, ^(n— I)X, fBr 
£ nnd X, gesetzt werden, so dass die iDtegralgleichung von (f) ist: 

IIL Kennt man eine Fnnktion z yoa x so beschaffen, dasa sie für y 
gesetzt, der Qleichnng 

Bl«>(«r, DUhniUal-B.IiiMfnl-RaiiluniarU. I.AUI. f 

DiqnzeaOyGoOC^Ie 



na Die OMdmog i'-^4-xrH-*"» = 4. 

gmtigt, so setie man y = 2 4- a und erhiUt aas (g) wegen g- + Xr + X, s'- 
+ X, = 0: 

velche Gleichnog nim za ((),t&t a = 2, gehört. Ermittelt man hiernach n, 
flo hat man dann y = n + z. 

IV. Setzt man ia der Gleichung 

8t 

••,-'+>'+•■'— 

-+T^, SO Trird rie 






alio wenn Xg^ + T = 0, — g^W-— = 0, l (t) -h Hx.) = e (§. 21) , f{xT) = c, 
XT^e', iT=:c, • T=- — , so Ut 

8n 8a „ e ön 1 . 
xOä — l-e"=«,xo — +«"— a=0, ■- ; _ r-H = 0, 

8a o8d 1 

Um das Integral zd I>eatiiimieii , aej e" — a := z, *^"b~ ~ ^ • 'nT^^in 

= ;^. al«o(S.28) 

also 

oder 

und mithin, da aueb C* konstant: 

~~x» = C, (e-''~«)i»=Ce"'. 



' Wo abennaU fOc e' bloM c geistit vnd. 

Itigrizodi/GoC^IC 



V. Als Beispiele za dem Vorstehenden mfigen noch-folgende dienen: 

6) Die Gleichung 

, x|^ + »y + bj*-0 

zu integriren. In (f) ist jetzt Z = —, X, = — , ii=^2; /XBi = »i(x), e»'"'= 
x", also 

d. h. 

welehe Gleiohnng (Ht a = unzulässig ist. Es kann jedooh die vorgelegte Gleichung 
such zu §. 91, (m) gerechuet werden. 

7) OA, OB Bind zwei durch den Anfangspunkt -fV- ^^• 
gehende Gerade (Fig. 54), die mitder Abszissen- 
axe OH Winkel machen, die sich zu 180° ergänzen, 

. deren Gleichungen also sind y = mjL, y^ — mx 
(m > 0), In einem beliebigen Punkte E der Ge- 
raden OA zieht man die Ordinate ES , dann EF 
parallel mit der Abszissenaxe , und soll nun eine 
Kurre PQ finden derart, dass wenn man den Durch- 
scbnittspunkt B dieser Kurve und der Ordinate ES 
mit F verbindet, RF Tangente von PQ Bey. 

Die Koordinaten des I*unkteB £ seyen z^a, y:=fflR, ao ist die Gleichung 
der Geraden EFiy^mu, und dieselbe schneidet OB im Punkte F, dessen Koordi- 
naten sind: x = — tt, y:=m«!; die Koordinaten des Punktes B seyen X, y, so ist 
die Gleichung der Geraden RF: 




% 



-»- 



wenn X, T die laufenden Koordinaten lon RF sind. Zugleich ist aber auch a=x. 
nnd da BF Tangente an die Kurve aeya soll, so muss seyn (§. 11): 



ans welcher Gleichung die Kurve zu bestimmen ist. Nach I. folgt hieraus : 

(y + m i) ' — C I (C »tatt C). 
Diese Gleichnng stalle (fäz ein positive* C t. B.) eine Fatabel vor, die man eifaUt , wenn 

man OQ lenkncht anf OB'sleht nnd = maabt, todann QH parallel OB und 

aO-l-m')* 
^ j; alsdann ist H der Sohdtel der Faiabel, HJ dsren Hauptaxe, nnd dia 



4(1-+-»*) 
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(«+biT-)»^ + {e+lix-T-)r=a 



EntfeinongdMBrantipnBktaTom Seheitel iat j. FürC = OwOrda die Panbel In 

4(I + m')* 
die ßende OB übergeheD. D» C wlllkfltlich ist, so gibt e> uneodUch Tiele Parsbeln ; dawti 
m^O Tomuiatien, lo baben bei pDiitiYem C alle ihren Scheitel iwiichea OB und Dil, h 
vie uch alle durch O gdien ond dort nn der OrdiDiteoaie berithrt werden. 



Integration der Qleiebang (ai + bi''*'y°') j^- 



L Sie Gleichang - 




{aH-bx-^'7»)^ + 


Dy + hiT"-^' = 


lässt sich (eicht integrireo. Dividirl 
sie auch 

und wenn man nun 

alBo 

1 8i a By_^o 


man dieselbe darch xy, ß 


Beut, so ist die vorgelegte Gleichung: 




1 8i 1 Bn 
Aber es ist 


i-j- = 0. 


aUo 




k • k 




mithin 

r-H-l"""'«'" 


^^ — — = 0, 


nnd venn znr AbkÜrznng ^^°~™ = — 


«•t7^Ti = ''8™"^""' 


■"-'Sl+■■'-'^:=«■ 


^+^ = C(S.91), 



d. h. man hat als Integralgleichang der vorgelegten: 

n. Die gegebene AtiflOsang ist niunilAasig, wenn a oder ß Null oder unendlich 
werden, d. h. wenn entweder bn — mh:=0, oder cm — an=0, oder bo — ali=0. 



1) a = 0, d-b. bn — iah = 0. 
nicht aber om — an oder b«. — ah Null. Alidann ist x'^^^u^, also 

8 üx öl (f um — an 

Z) fi!=0, d.li. om — aii = 0, 
nicht aber bn — mh, oderbo — ahNnll. AUdann ist »■j°^z-", also 

3) bo— ah = 0. 
Jetzt ist b ^ -^ , also die vorgelegte. Glei^nng 

ax + — i'+'j-jg^-f-oy + hi-r-*'=0. 



DieM ist nun richtig, was immer auch n, m, b, b sejeo, also wenn auch noch 
cugleieh etwa b n — rob = 0, oderom — an = 0. 

4) n = 0, fi = 0, nicht aber be — ah = a 
Alsdann x' 7" ^ 1 , also 

-f l^-l-^ll^O. i(n«) = C,i"-»'y+»=C. 

III. Wir fQgen einige Beispiele bei. 

1) (4-3xr')i^ + (2 + 5iy')y = 0. 

In (a) ist jetzt: a = 4, b= — 3. c = 2, h = 5,m = 2, a = l, bn — mh== 
— 13, cm — aD = 0, bc — ah=— 26, aisojS=Ound 

-2(i*y*rl + ((y''x') = C. y-'x' = e«-^'C-''-*) = Ce''^. i»=Cy'^'. - 

2) (4xr'-3j')J| + 2y'-BiV = 0. d.h.(4x-^')J^ + 3y-52.'=o, 

jibt a=4, b = — 3, = 2, h = — 5, n = 2, m=— 2, mh — bn=16, 
ein — an = — 12, bc — ah^l4, »Iso 

16 12 •■'. ^v \* J I j f V 7 / 

3) .(3.--*,)|^-S--. + «l-' = 0.(3-y)l|-8,H-y = 0, 

» = 3, b= — 4, c = — 3, h = 4. m=l, n = — 3, bc~»h = 0, aUo i«t die 
TOfgelegte Gleichung : 



22 Di«GIrtdiiuig{i*y'+ai)T bn*r' — ay = 0. 

<»-?)li-'(»-rO=»-4'-'-'''7H-f =»• '«-'«=0. 



IntegraUoD waitenr DiStorentialgleiebnDgeD mitteilt dMUlbeo Verbhreiu. 

IV. Man vird beachten, daes die beiden Differentialgleichangen - 

j 6x X ■ j dx X 

darch die Gleichungen 

integrirt werden. Das oben angewendete Verfahren besteht hiemach darin, 
an die Stelle der Konstanten C, C nene abhängig Veränderliche einzuführen, 
wodurch dann eine Trennung derselben möglich wurde. In ähnlicher Weide 
lassen sich noch manche Gleichnngen integrlren,' wovon wir einige Beispiele 
beifügen wollen. 

V. Die GleiahoDg 

(x'y'+fti)^-bx'r'-»y = (c) 

heisjt auoh 

Setzt man aber 

ü_. = „.. •!_, = „, 

SO ergibt sich oacli §. 91 : 

r— bi = C, ^ = C'. 
Wir setzen demnach ; 

und haben : 



■t:-c-^)'F^ ¥-/c-?i)"— . 



da ganz wohl Tgn ~, ^ die Ksde sejn konnte. Die geTAhlte Beieicbnung wird aber hier 
in keiner Unklubeit tflbren, da Oberall nur nllstbidige Differentialquotientan in Begbnnng 



~+»[T-2bI(T)-^]=0, 



d, h. endlich 

»->>)• +f-abl(X)-!'^=, 

VL Die Gtetchimg 

8y_ l + «y + y' 

8x l + «y + i' 
h«iMt Mtoh 

und da ^ GleiehDogen 



■o setzt mao nieder 

wodarch mau ans (e) erhält : 

. 1 Bn T + 1 6t „ 1 T 

>o das« 

9, H-2xj = C(r-i)*. 



la Umlidier Weise fährt 



By^ ! + »? + «' 

8i l+iy + y' 



a(r-»)'-4-{j'-i')'=c. <h) 



§.94. 



L Setzt man Id dieser Gleichnag x = d", j~x?, bo vird (§. 13) : 

8y ByBi „ a .B» By __, , 6y /» . , i_„8i , .,,. 

~ = r-r-< ^z^-'5- = ir^«" > also Ti = — z^'n'-«T-, nnd mithin: 

Id dieser Gleicbimg werden die Veränderlichen getrennt werden 
können, wenn 

jf(B-»-]) + l=l — (»(s+1). oder «{» + l-r)-l = 0(1 -r)-l. 
Diese Annahmen Ähren anf j9 = , oder et = , was uDznläsng ist. , 

Google 



24 DieGI«i«hniigai'y'<iy + bx-r"<I» = c<ii. 

Die Ver&nderlicbea könDen aber auch getrennt werden, veiin zagleich 
,,(„_, _I) + 1=0. 1_^(» + 1)=0; 
dieas ist nur mSglich, wenn n = 0, in welchem Falle aber die Gleichung ge- 
radezu zu §. 91, III zu rechnen ist. 

IL Die umgeformte Gleichung nimmt die Form des §■ 92 an , wenn 
zugleich 

Demnach wird 

auf §.92, I znrQckgefQhrt durch y = z"^'; a bleibt beliebig, kann also etwa 
= 1 gesetzt werden , so dass x ~ u und man also aus (a) erhält : 

III. Setzt man zugleich /?(n — s — 1) + I =0, 1 — ^(s -I- 1) = 1, 
80 ist 8= — I, ^= , also wird die Gleichung 

»i'r-'^ + bx-y = c 0>) 

durch y = z ° auf §. 92 , I zurftckgefilhrt. « bleibt abermals willkOrlich, 
mag also wieder = I seyn, wodurch die (b) gibt: 

!i_'j'^^+'j:^.,=o. 0.-) 

IV. Uan enleht bieraas, dua die TorgelegM Gleichung in den Fallea, da d^« + 1. 
oders=^ — 1 auf §.92, I zacückgefabrt veiden kann. Iit in 11 abern = i+l, so darf 
niolit zagleioh e^ — 1 seyn; istiiillle=: — 1, go darf nicht lugleioh n =^ g + I, d. h,=:0 
ECTn, indem sonit ß anendlich wOrde. Ist aber q=:0, s== — 1, so gehört die Gleichung ta 



1) 


6x','P_-»i'y'=l 


geh9rtM(a). SeUt mi 


maboy^a*. ^ = -|-z~ä^, so ergibt sich r 


2..?^-....=, 


8. 2 . 'fr. rr^^ 



^[-re(?-T-0]-"'- 



* Uan «eUt in dem Integral /— j-9i : z=: — , am dasselbe durch Umbimiiiig m 
eihalten. 



Homogeo« Diffneutialgteiehaiigieii. 
gebort zu (b). Soy aUo j = z~T, gr = — "J"«~^ö^. •« *•>'«' dietelb« 



, 12 



b/^,„ 12 /• J-^^ 



',0-^ß 



0. 



^rc-^. 



Ein liemliBh Bllgemeinei Btfiipiel für DifferentiBlgleichiiiiBeD 
D nAnbAng' nnter C. 



§.96. 

Homogene DlfferentUlgleichnngeii. 



' Eid aus x Qnd y znsammengösetzter Augdmck heiest homogen, wenn er 
Eo beschaffen ist, daes wenn man y = xz setzt, alle einzelnen Glieder ein 
und dieselbe Potenz von x als gemeinschaftlichen Faktor erhalten , w&hrend 
sonst X nicht mehr vorkommt. Ist x" dieser gemeinschaftliche Faktor, so 
beisst der Äosdruck eine homogene Funktion von x und y vom n"° Grade. 
So ist ßx*y*4-7Ä*— 8y*x— 7y° homogen vom 6'"Grade, indem, wenn 
man y = xz setzt, x' überall als gemeinschaftlicher Faktor erscheint und x 

sonst nicht mehr vorkommt; eben so ist — ^H — ; — :-8 homogen vom 

0*" Grade, -f ; + — r- homogen vom Grade — 2 a. s. w. 

I. Sind nun in der Gleichung 

P und Q homogene Funktionen von x und y des n*" Gkades , so können die , 
Teränderlichen in (a^ getrennt werden. Man setze n&mlich y^xz, also 
g^ = z + X T^ , 80 werden P und Q den gemeinfichaftlichen Faktor x" erhaltea, 
so dass dann etwa P ^ x° Z, Q = x' Z', wo Z und Z' blosse Funktionen von 
z sind. AlsdaflD wird die Gleichung (a), wenn man den gemeinschafUichen 
Faktor x' gleich wegläset : 

-.g)=o,.z'|i+z + z-.=o, 
woraus nnmittelbar folgt: 



<• 



in welcher Gleichung schliesslich z = — zu setzen ist. 

' " ' [iqii.janyGoO'^lc 



26 Iot«gratioii«™<»i + br+e)«iy + (»'x + b'T-t-e')di = a 

II. Die Gleichung 



kann homogen gemacht verden. Han setze nimlich x = D + a, 7 = v-4-^ 
dy 8(T+ji) 



und Vird eine homogCDe DifferentialgleichuDg zvischen a and t des ersten 
Grades, wenn man a und ß so bestimmt, dass 

a«+b,»-i-<! = 0. »'n + b'(»+c' = 0, ■.= - ^ ^ ~ -- . - ° -. j?=: ™"" - ^ -. 
»b'~a'b ab' — a'b 

Diese AnflOsong ist nicht anwendbar, wenn a b' — a' b ~ 0. FQr diesen 

Fall ist aberb' = — nnd die vorgelegte Differentialgleichung heisst auch 

(„ + b, + .)'j + .'. + '^, + «' = 0, (.. + bri(?{+-J) + .|-? + .- = o. 

II . .1 . . 6v dl 8y 1 dl a . , 

Man setze ax + by = z, a+b -^ = — , ^ — -r-j — t. s" w^ 

Ol dz ox b ax 
diese Gleiehnng zn 

Vb8i ba/bBi b * 

^(»i + ac) + {a'b — a*>»-"'o+abi)' = 0. 
welche zn §.91, (m) gehört Schliesslich istz = ax + byza setzen, 
m. Versucht man die Gleichung 

(ax-y- + bi'j' + oi'y' + ...)j^ + ft'x-')'-'-l-b'x''y'' + e'i»'yV + ... = (o) 

durch die Substitution y = z", — = a z""' — zn einer homogenen Differen- 
tialgleichung zwischen z und z zu machen, so wird dieselbe zunächst seyn: 

a(a *■«■"+«-■ -Hbx' »«■+"-' 4- ci'y«'*"-'-t-...)g^ + a'i°''s''''' + b'i^i"''" 
+ o'xI''k'''> + .... — 0, 

und wird homogen seyn, wenn es möglich ist, dass die folgenden Gleichungen 
zugleich bestehen : 

in + (n+l)4^—l = r + (.-t-l)«-l=p + (q+l)«-l=... = in' + ii' «, = !' + «'« 
=■-^^1'' y, , 



B«liplele. 
x'+y' ist eine homogenGDifferäntialgleiabmig der ertteu 



Ordnung. Sie gibt; 



'Vi 






vcf 



-i(x) = C, !(. + Vl+V) 






^IW^ 



....„(VEliil^.). 



J-+I: 






^^^0-. 



3) Han.«oU (Fig. 55) eine Kurre PQ konstruiren so he- j!^_ jj_ 

■ehaffen, dsss wenn M ein Punkt derselben, BM seine Ordinate, 
und OM sein Radios veotor i|t, femer BD senkreclit auf OU ge- ff 
sogen und bis zum Durohschnitt C mit der Oidinatenaie Ter- 
Ungert wird, die Gerade CU Tangente sej an- PQ. 

Man findet, venn z, j die Koordinaten von H sind , leicht 
all 01ei<AungGD der Geraden OM: t>=- g, BC:V = — -(|— x), 
CM:»— y= — ^-^^(|—i), sodass also, da CM Tangente 
an die Kurre sejn soll: 




irelalie Gleiohnng homogen vom sweiten Grade ist. Sie gibt sohlieaslidi: j*-h 

4) Die Differentialgleichnng jp = f ( ~ X wo f eine beliebige Fmiktioti 
bedentet, ist homogen Tom 0"" Grade. Sie gibt z 4- x j- = f (z) . _,. , ^ 

Die Gleioliiuig |^ = f ( "',''!" t,'"t'°, ') wird nach II. Mf 

Gooi^lc 
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gebracht nnd gebOrt jetzt ebeDfalls ' hi«ber. Für ab' — a'.b = ist sie : 
iy = ff .V":^,''^^ A^imdwirdt5rax+by^zzo|^-a=bff "t"- ^. 

e t V»' (ai + b y) + a V ^ fl i V» t + «cV 

80 dass sie zu §. 91 gebdrt. 

6) Man laohl eine Kurve, in der der Winkel, den die berührende Gerade 
in einem Pnokte derselben mit der Abszisaen&xe macbt, eine gegebene Funktion 
des WiDkeli ist, den der RadiusTector in denselben Fnnkt mit derselben Axe macht. 

Iit a der erste, ß der zweite Winkel, so htfga=^i§. U),tgß= ~, mithin 

hat man wie in Nr. 4: 

2-?- 
Sejz.B.Terlangt,da88« = 2j3, Boi»ttpa=:«if2j3= j~jt, d.h.g|= — ^, 

oder BS ist f (z) := ._ , . also * 
AI. 



(^*)="' '■ + '"-<'* = °- 



d. h. die Kurre ist ein Kreis , dessen Mittelpunkt in 4er Ordinatenaxa liegt, in der 
Entremung -ä vom An&ngspnnkt, während der Kreis durch letztem geht. (£s ist 
diess der Satz vom Winkel der Tangente und Sehne.) * 

§. 96. 

Dnmittelbor doieh Differeniinmg entitandene Oleichangen. Bedlogimgen der bitegiirbubit. 
I. Es kann sich ereignen, dass die Differentialgleicbang 

P + 0^ = 0, oderP<ii + Qdy = (a) 

geradezu durch Differenzirang einer Gleichung f(x,y) = C eDtstandeo ist, 

■ Wir mDssen hier, vie in der Kate xn %. 93, V, wieder auf die BeEeichnnng der Dif- 
ferentialqaatisnteD aufmerksam machen Es sollte offenbar, wenn y=^ii gesetst ist, 

— Uber&ll statt —stehen. Theilweise wurde diess eingeschrieben; meistens haben wir alMi 

die zweite Beteiehnnng beibehalten, da hier keine Verweelulnng stattfinden wird, 

>glc 



DmnitWlbu iDCegrbbue DUbn 



d. h. dass P+Qg^ identiBch ist mit az + äz^ (§. 15). AlBdannrauBs offen- 
bar P=|^, Q = g^seyn,worans folgt (§.19, H): 

Ist die Gleichong (b) nicht richtig, bo wird sicherlich (a) nicht unmittel- 
bar daroh Differenzimng entstanden seyn. Umgekehrt aber, wenn (b) richtig 
ist, iBt dieSB der Fall. Statt diesen Satz theoretisch zn beweisen , wollen 
wir, nnter VoraoBsetziing der Gleichang (b), die Grösse f (x, y) thatsäcblich 
bestimmen. Voransgesetzt nämlich, f (x, y) sey so beschaffen, dassg- = P, 
^ :^ Q , 80 folgt zuerst aas 

|^-P:f{i,y)=yPBH-B, 

worio die Integration bloss nach x geschieht, nad R eine Funktion von y, 
ohne X, seyn wird (§.76, 1). Hieraus folgt; 

8y 8y/ "^By" 

und da g- = Q : 

er '* 67J 
Da nun K bloss y enthalten soU„ so mnss auch Q — — /p 3 z kein x 
enthalten, also der Differentialqnotient dieser Grösse nach x. = seyn. Der- 
selbe ist aber = T s- r- /P9x = 5 h" • n°d ist vermöge der Glei- 

chnng (b). Demnach ist 

wo C nun weder x noch y enthält; also endlich 

f{..y)=/p8x-H/[Q-^/p8.]ey-.C. 
woraus folgt , da /(Q, — ^ /p 9 x) 8 y kein x enthält : 

Demnach ist die Integralgleichung : 

/p 8 1 +/[(! - ^ /p öl] 8y = c. • <c) 

■ Hlei liiid die Integrale rein partielle, eo data die Beieichnmig genu ist. Dabei - 
mOiHB wii aber einem tGitrerstaDdoiise Toibengen. Die Ordaw /(Q ~ ä~ /F8i}8y iit 
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Off«Dbu erhielte uuui eben so : 



J'_8Q_ 

8y 6i- 







m+] 


' '" . + 1 


■ ^" 






2) 


f.'-^ 


^^-fe- 


--^^) 


»1= 


=o*b.p-',''+'V?^'. 




« = Ä 


_T + V?+J 


'* ep BQ 

' 8r 8i 


,2l. 


■ • + 2,' 






' .•V.-+,- 


' 


ß"- 


='«-24- 


2i' ' 


,(V.l^ 


0' 


Ä>- 


r+VP+y' 



also 

""-g-^^^'-" C^'""' )-^"'''=°' 

Integrireader FiUot. 

II. Eb iet non aber ganz wohl denkbar, dass, nachdem die Gleichang 
f (x, y) = G differeozirt worden, ein allen Qliedero gemeinschaftlicher Faktor 
y(x,y) weggelassen wurde imd dadnrch erst die Gleichung P + Qt-^^0 



tUei^iig*=^ /q8; — '/(t— fPSxjij; mhn T&rde fcber falsch Kblieuen, wenn mtn 

dan lauten Thei]= /P8i letiui wollte. Denn in /p8i können Glieder Toikommen, die 
kein 7 BBthilten , die alio bei dei Differenxirang nadi j vegfollen , nnd lioh bri der duanf 
folfeadNi Integiation tiielu vledu Mietaen, w dais /pBxtind / I r- /PSilSrum diese 

GUad« TOD einuidei Tenehieden uyu können. Enthalt aber /p 8i keine Ton y nnaUtbigi- 

gni Olledar, »o iil freilieh /p 8 1 = / j r- /p e i1 8 y. Doeh iit ei immer geiatiiea , «iti- 
&oh nftch den Formeln (c) oder (o') in TBrfalireD. 



El i^bt Dnendllch riele iutagrinDde F^toren. 31 

eDtstaaden ist AUdann wird freilich letztere aichtiii dem oben betraehtetea 
Falle seyD, würde jedoch, wenn man den Faktor y(x, y) herstellen könnte, 
leicht in denselben zn bringen seyn. Diesen Paktor nnn nennt man den 
fntegrirenden Faktor nnd es läset sich leicht nachweisen, dass ein solcher 
immer vorhanden seyn moss. Gesetzt nämlich , die Integralgleichung der 
Torgelegten Differentialgleichung P + Qä-^ = 08ey^'(x,y, C)=0, nnd man 
15se letztere Gleichung nach C auf, wodorcb eie die Form f (x,y) = C an- 
itöhme, so folgt hieraus 

8__f 8tBy_ er_ ei 



wo nna von der willkürlichen Konstanten keineSpar mehr vorkommt. Da 
auch 5-^ = — TT ist, so mnas 



j L P ■ * 11. j- 1. flf et ,ef , et 8y 

seyn, a.h. wenn TT- = p, so ist nothwendig aneh s- = pz- nnd^ + s- s-^ = 
' y OToy'fltoyBi 

8t 

P+Q,~ mit -;;- i- mnltjplizirt, ist diese Grösse identisch mit t- + 

BX WO)' 01; 

jj- g^, nnd mithin wirji-Q g- «n integrirender Faktor seyn- Man kann 
sich diess auch noch in folgender Weise erklären. Aus (d) folgt, das»P = 

et _ et .... 

dafis also — ein integrirender Faktor ist. Aber — = —--= — — .wieoben. 

in. Kennt mau aber einmal einen solchen Faktor, so kann man so- 
gleich anendlich viele finden. Sey nämlich v ein solcher, also v (P'^Qö^ J 
et . Bt By , , -/ \ et erey (if{x.y) ,» ,-■, 

ist, wenn yi (n) eine ganz beliebige Funktion von n bedeutet: 

,(.)<p*,|i)=,«äfei>=„.,|^, 

und da 9 (a) ?- immer ein genauer Differentialqnotient nach z, nämlich voo 



dei iDHgriranden Fakton. 

/y (n) 9n ist, 80 ist anch v^i (u) (P+Q'r^) ein solcher, eo daes uich 
vy (u) ein iDtegrirender Faktor seyn wird. 

§.97. 

Bwtiininiing d«i IntegriiBodea F&klan. Anwendnog. 

I. Man kann sich nim die Frage stellen , ob man nicht mittelst der 
Gleichnng (b) (§.96) im Stande ist, den integrirenden Faktor zn finden. 
Sej aUo wieder (a) die vorgelegte Gleichung, v ihr integrirender Faktor, 
BO mflsBte 

«frp)_e{7^ er BP_ er ßQ .i^Bp_!«^_ol:_plz *» 

dy 8x • 6y Öy~^8x. ei* Uy 8iJ~^8i 8y '' 

seyn; allein diese Gleichung ist schwerer aufzulösen, als die vorgelegte, so 
dass sie hier Nichts fruchten kann. In gewissen besonderen Fällen jedoch 
leitet sie znr Kenntniss von v. Gesetzt nämlich 

Q LBy 6iJ 
enthalte kein y, so können wir annehmen, auch v sey unabhängig von y, 
also ■ä~~^ setzen tind haben dann ans (e) : 

Dessgleichen , wenn ^ ( ä^ " e~ ) nnabhängig von x seyn sollte, wäre 
V unabhängig von x nnd 

I eT_ 1 /-BP eQ\ . yvBy e.J p 

n. Kann man die Gleichung (a) in folgende Form bringen : 

M + nJ| + M. + N.||+M.-^N,^ + ....=0, ■ (h) 

nnd ist man im Stande, integrirende Faktoren v, v,, v,, für M4-N^, 

Mi +N, g^, M, + N, g-, aofzafinden, so dass identisch 

..(ir.+N.Ü)=üi^),.,,. 

so »ind, wenn f (i, j) = n, f, (i,y) = n, , . . ., aoch v» (n), v,y, (o,),.., 



Die GleiohnDg»»!(y)fi'(i)d»-f-b9i(i)*'(]r)a)'-f-.p(y)(iy=0, 33 

integrirende Faktoren von M+Ng^, M,+N,g^, , und wenn man 

9'(o)> 9>i (Qi) 80 bestimmt, dass, 

T ,. (u) = T, ?.. (n.) = T. y, (uj = (i) 

so ist T9> (a) ein iotegriiendec Faktor der Gleichung (h). 

Ilf. SeyeTigi(x), t/> (x) bekannte FanktioneD von s, unddieDifferential- 
gleichnng 

vorgelegt, so läest sie sich in der so eben angedeuteten Weise abtreoDen 
nod es ist 



vo Dan 



M, +N, ^=£/'t;*(y)ay ist, so dass v, = 1. Ferner ist |^ = 

1_ 
{^) 

l [gj (x)}, mithin nach (f) : 



V(y) 8vW 8N_ b8»(i) By(y) .1 TB M 8 NT 1 r Bv^ 

. __ __, also jj |_gy-g^J-^^ j^a-g^^ 



8»W 
8y(i) -j_ft-b 8i 
" ei J b v(i) 



aber auch -TT -„ ^\ = — ri ■^ = » < »Iso auch v=e 

== 9> (y) I vnd gerade diese letztere Form ist bequemer, da jede Funktion 
von y auch integrirender Faktor von VCf)»" i^^- Multiplizirt man also die 

Gleichang (k) mit ip (y) , so hat man 

oder 

^ja»(i),(y)'j + |-yi(y) N'WBy-O. 
woran« als Integralgleichung von (k) unmittelbar sich ergibt: 

ii»Wff(y)'+yv(y)-' v(r)By = c. <^'J 

lat B. B. <p(3c)=:i",.aoistdie (k): 
Dl*»— 'y--t-mbx-r"-'^H-9.{y)^=0, 



' 8i bmi"y»-'-H,p{y) 

if«t, DUruullal.il, Ut*I«il-R*eliuulf. n. t.Astl. 



Gooi^lc 



34 t)it6MAw^%p(i)9'(7)dT + h9(7)*'i')di-+-<f(x)dx=0. 

deren In te^al gleich ung alio : 

■ --T +_/! flj)tr=C. 

Fflrijj(y)=j"etw»: 

ly. Die Gleichung 

kann in ähnlicher Weise behandelt werden. Man hat dann M=b9i(7)-'|^. 

N-»9(x)-8^. alBo-j^-b-^-g^, g^=a-g^-g^. yljj- 

eST b — 4BI»(x) , ^'l»(») , -.^ , , ,T^ , , ^ 

T— 1 = fi^' " ' — ^ =!P W > **• ^'^^ 9>\^) «U" ">**- 

grirender Faktor von (1) ist. MnltipUzirt man, so erhält man: 

d.h. 

^[«»(ir»(r)]+^yvW»(i)~ei=o, 
.80 dasB die Integialgleichnng von (I) ist: 

y. Angenommen in der Gleichung 

I? = f (i, y) [oder »nch dy = ( (i, y) rfi] 
enthalte f (x, ;) eine Konstante a, welche in der Grösse 

• ei By" 
wo f statt f(x,y) gesetzt ist, oder allgemeiner in qi({) t^ nieht mehr vor- 
kSmmt, wenn q> (f) eine (beliebige) Funktion von f bedeutet, so ist {p (f) r- 
ein integrirender Faktor von r^ — f(x,y)=P, 

Denn, da a nicht in f^ ip (f) vorkommt, so ist ^^\* = 0, d. h. 

. Gothic 



dj-b(Kj'-bS,)dx=0. 

Letztere Gleichnng iet aber die Gleichiuig (b) des §. 96, wean 
„,8f fly ,,6f , „ 

die zn iategrireade Gleichnng ist. Damit ist die Beliauptaiig erwiesen. 



AufinihoDg TOD DiArantialgleiahntigen, die eioeii gegebenen integrirenden Faktor haben. 

L Bei der ÜDinSglichkeit, den integrirenden Faktor anmittelbar sn be- 
stimmen, kann man sich die Frage stellen, wie eine Gleichnng beschaffen seyn 
mäBse, damit sia dnrch einen der Form nach vorgeschriebenen Faktor inte- 
grirbar verde. So wollen wir etwa ontersnchen , wie die Grössen X, X^, 
$, I,, die wir als, blosse Fanktionen von x voraussetzen, beschaffen eeyn 
müssen, damit die Gleichnng 

^ + Xr' + X, = (m) 

dnrch den Faktor 

integrirbar verde, wo Fix) eine bekaonte Fiiiiktion von x ist. Es moss also 
identisch seyo: 

t_ ( FW >, 8 /(XjÜiillW'l 
61 Vj'+2ty+|,^ By ^r' + 2ty + f, ^' 
d.b. 

(y'+2iy + (,)r-M-(2y5|+i|)r« = (y',+ 2iy + i,)2XFWy- 

-(Xy' + X,)FM(2r + 2i), 
oder 

y'[F'C»)-2tXF{i)] + y[2tF'(i)-2^r(x)-2t.Sr(i) + 2X.r(i)] + i.F'W- 

||rw+2(X,FW.=o, 
80 dass also 

r'(«)-2|XrM = 0, iF'(i)-^FW-f,XF(.)+X,F(i) = 0.i.F'(i)-i4F(l) + 

+2ix,r(i)=o. 

^'.Gooi^lc 



36 iDMgrUiau von äj + <^j' + Si)di.=0. 

HierKus folgt 

F'W 61 XF(I)F"W-F'W[^F(I) + XF'W] 

^ ~ 2XF(i) * '^'° ei'^ 2X'F(i)» ■ 

und daDn ans der zweiten Gleichung : 

XF(i)P"(i)-J?r(i)r'(i)-2XF'W 



X,=Xf,- 



2X'F<i)' 
somit wenn man diesen Werth in die dritte Gleichang einsetzt : 

XF(i)r"W-5fFWF'W-2XF'<i)M 



,,„_LL,«^E^ ,. 



2x'r(i)' 



,Qe!. 



XFMr"(i)-j— rMF'M-2XF'(i)" 



-r-(i) = cii 



Bx F<i)*' 2X*F(i)' 

mithin day|^3i = !F(5), nach §.92, I: 

, Jr(.)F"W-|?F«r(.)-2lr'M' 

t =FW. [C+ i/= jijj^p F-w.xl. 

SO dass also in der GJeicIiuDg (ni) X eine beliebige Fanktioa von x seyn 
kann; dann aber: 

' „,, ' , ^F{x)F"(i)-^F{i)F'W~2XrW 

Xr(.)F"(T)-^FWP«-2XF'W' 
X, = X£.H 



2X'FW 
seyn mnss, damit (in) dorch den Faktor (c) integrirbar wird. 

1) SeyF(i) = ], S = ad.Ii. konstant, so ist F'(x) = 0, F"(x)=:0, abo 
£=0, t, = C, X,=*C, 
d. b. die Gleichung 



+ «T'-(-aC = 

1 

y' + c' 



wild integrirbar durch den Faktor , _ , wie natflrlich, da derselbe die Verfinder- 



liohen trennt. 

2) SeyF(x) = i-,X=tt, ao ist r(x)=mx"-'. F"(s:)=ni{in— l)i°-*. abo 

4»'i' 4«i' 2ai' 4«x* 

mithin ist die Gleiehung 

[jiqn.sanyGoO'^lc 
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integrirbar zn machen durob den Faktor 



a la'i* 

Will man nun wirklioli integriren, so ist in §. 96, 1: 

- »y' + bx- j^^r- 

P = =^ 1", Q = 

, my bi'" .in i_l5X j, 

also venp man die Form (o') wählt; 






2y + — — Sx-y— - 






B ^fl,= 2>'i'°r2>xr-(a>xy + in)(n.+.1)] 
bxj ^ 4a'bi'"+' + 4a'i'y* + 4»'niiy4-ni'a' 
r^,., i.,... ■n(m+2) '. 
V'^"^ 4ax' >> , x- ■ 2n.axy + m(in + l) 



^ ax a 4a' x' 
Sff dass also die Integialgleichnng ist : 

Für nL= — r tritt an die Stelle von ^^^^y: i(x). 



J8 4»i-+«dyH-4«i-*»(i^7*sFbi»-)di— m(3m+2)i«=0. 

3) SeyX = aF{x). M irt 

För F(x) = x" wäre also 
lo du* die Glmohang 



ip( 8m + 2) _ 



tutegrirbar vird dureh den Faktoi 



Als lutegr&lgleiahuDg findet sich ^o oben 

Faktor der Fonn i' ( ( — ) ■ 
II. Wir wollen nns die Frage stelten, ob die Gleicbong 

dorch einen Faktor der Form x' f (— } iotegrirbar gemacht werden könne, 
Ist also ia (e) §. 97 v = x" ^ (~) > **• S"'* *^'^^* Gleichung : 

woraus 

£="""• W-.-lJ , . ^^ 

. f Qy + Px ^^ 

Da die erste Seite eine bloBBeFnnktion von — Ut, so mass auch die 
zweite Seite in dieser Lage seyn. Setzt man also y = jux in dieser zweiten 
Seite, so mnss x aas fallen, d.h. eine Faoktion von ^ sam Vorschein 
kommen. 



F&ktOT der Form 



-G) 



39 



Ist, DQter dieser VorsaBsetznng, F(/*) die «weite Seite, so ergibt sich 

wodorcfa der iategrirende Faktor gefandea ist. 

Fflr Qy + Px — wäre die Bestimmnng unmöglich; alsdaDn heisst aber 
die vorgelegte Differentialgleiehasg: 

DDd gehört za'§. 91. 

4) 2x'-t-3x'y + y'— 7'-f-(2y'-l-3iy'4-x'— i')g-^ = Og:ibtal«BWeite 
Seite TOD (q): 

"(a+e)i* + (3iH-6)»'y' + 2n»V' + (n + 2)»' — Zi'r 

2x'-l-2i'y + 2xy'M-2j' + »'y-l-ij' ' ' 

WM fSr y = ^ X sn 

— <n + 6)+(3n + e)ff' + 2Dft'+[(D + 2)-2w]i-' 

wird. Es fragt sich also noch, ob man u ao wählen kaDn, dasB hier x verschwindet. 
Setzt man n ^ — 2 , so ist die obige Grosse gleich 

— 4 — 4p' — a^i-' _ _ 2 2 + aff' + M'~' _ 2 

2-f-2fi + 2f.»+2^' + 0t+l)^i-' ~ ^+1 2+8f»'H-f>i-' /i-t-l' 

■0 da» dann F (/i) := — y, £:=: . , . und der integrirende Faktor »Iso 

.. .1 = . .1 . Mittelst desselben ergibt sich als Integralgleichung 



BiO^renttaUtleichungeii erster Ordnung und höheren Grades. 

Im Seitherigen haben wir immer voraasgesetzt, ^ komme in der ge- 
gebenen Gleichung nnr in der ersten Potenz ror. Wird diese Beschränkung 
aufgehoben, eo stellt sich die Aufgabe allgemeiner so : Die Integralgleichung 
. der Gleichung 

. '■ÖÖ"-'--(rD""'---''GÖ*'-=° '" 

za finden, wennF«, F,,.., F, gewisse gegebene Funktionen von x nnd y sind. * 



• nHui pflegt die (a> iDweileo auch n ishreiben: 
F. W T>" + r.-i (rf rt— ' dl -^ F,^ (d y)— ' (rf i>' -I- . . -4- F, d y {d i)°-' + F, (d !)■ = 0. 

Goo'^lc" 



40 DlfiereDLiftlglsichutigen hDhero Grades. 

Der unmittelbarste Weg hiezo wäre ddd allerdings, die Gleichung (a) nach 
^ anfzulösen, d. h. sie In ihre einfachsten Faktoren za zerfallen, so dass sie 
identisch wäre mit ; 

vo fi, f, ,■■., f„ bekannte Funktionen von x nnd y sind. Da alsdann die 
Gleichung (a'), d. h. (a), befriedigt Ist, wenn entweder 

^-f, =0, oder|^-f,=0. oder ^-^-^ =0, . . .., odet^ — f» = 0, (b) 

80 wird auch, wenn 

».(».T.CJ^O, ,,(i,T.C.) = !P.(x,r,CO=0 (c) 

die Integralgleichungen der Gleichungen (b) sind, jede der Gleichungen (c) 
der Gleichung (a) genügen, nnd aUo eine Auflüsnng derselben seyu, wobei 
C, , C, , . . . . , C„ willkürliche Konstanten sind. Die Gleichung 

V,(i,y.C,),,(i,y,C,) ,.(i,j.C.) = (d) 

wird eben so der (a) genügen , da aus ihr jede der Gleichungen (c) folgen 
kann, indem man den einen oder andern Faktor Null setzt, und andere Glei- 
chungen als (c) hieraus nicht folgen können. Die Grössen C^, C^ C„ 

kann man ganz wohl durch dasselbe Zeichen C bezeichnen, da die Gleichung 
' (d_) doch nur sagt, dass einer oder der andere ihrer Faktoren Null ist, wäh- 
rend es die übrigen nicht sind. Ist also z. B. «fi, (x, y, C^ ) = , so ist ebes 
C, eine willkürliche Eonstante , ob dieselbe nun mit G oder C, bezeichnet 
worden. Man kann also als allgemeine Integralgleichung von (a) ansetzen: 
V, {i, y, C) «.,(»,?,€).... »„ (x, y, C) ^ 0. ' «•) 

8y Öy 

aber ^"''^ = gibty + »x + C = 0; g^ — a = gibt y — aK+C = 0, also ist 

(y4-m-C)(y-ai + C)=0, (t+ C)' - ft'i' = 0. 

g^— V^ = Ügibty--|iV^ + C=;0, ^ + V^ = Oebensoy+|-xVI^ 
-1-C = 0, aJao . 

(7-|.V" + c) (, + l.v'7;+c) = o, (, + o=-i.,.=o. 



.fGoo<^\c 



Dis Gleichi]iigy = fri, ^) • 






(y-c.*-)(,-^+c)(,+jij)=o. 

4) Die Gleichnng 

fiihrt eben ao zu 

(T--i-x + C)[y»-(-i)' + C][y' + (-i>' + Cj=0. 

Wie man siebt, verlangt diese Methode die Auflösung höherer Glei- 
chungen und ist schon desshalb nicht immer anwendbar, abgesehen davon, 
dass man in manchen Fällen leichter zum Ziele gelangen kann. Wir wollen 
nachfolgend einige der besondem Methoden angeben, nach denen in ge- 
vissen Fällen sich die Integralgleichung finden lässt. 

§. 100. 

BesondeTe Uethoden der Integration. 

I. Ist die gegebene Gleichung so beschaffen , dass sie sich nach y anf- 
Ifieen lässt, d. h. kann man sie unter die Form 



iurch di 
Die DifferenziruDg dieser Gteichnng gibt: 



bringen, so setze man g^ = u, wodurch die Gleichnng zu y = f(x,n) wird, 



eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen n und x. Kann man die- 
selbe integriren, nnd ist 

' - F{».Q,C) = ft) 

die Integralgleichung, so eliminire man n zwischen dieser Gleichnng und 
y = f(x, u), um die^lntegralgleichung von (a) zu erhalten. • 



• Es kann sich allardings biebei «raignea, das» die «ligenieinate Integralgleichung, wie 
tle nach g. 99 erhalten werden konnte , nicht erBcheint. Immertun aber ist die erhaltene 
Qleiehnng eine der Integral^ eichongen (c) dea g. 99 , oder enthalt deren meluere. Dfeielbe 
BemHknag gilt für die übrigen F&Ue. 
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DenuuMb u zu eliminiren zwiscbeii 

II. Wäre inl die vorgelegt? Gleichang, Dachdenig^=nge8eUt worden; 

r = xv(n) + v(«). aUo o = ,(!■) + Ix »'W + V'W]^. 
so hätte mao, wenn man beachtet (§. 21, I), dass ä~ ö- = 1 = 

c.-,(.)i'-|— .■w-.-w:=o.!|+-^!=l-'+:;^rT=<'' 

Sd Bn 9>(d) — D «ila> — n 

also nach §. 92, I : 

x=a*' '''"*"■ [C- Z'-^:^^^^ «•'''*" """Bd]. 

In dem besondern Falle, da y (n) = o, kann man dieses Verfahren nicht 
anvenden. Alsdann aber hat man 

r = DH-*(c). n = u + [H-*'Ct.)]^. 0=[x + *'{n)]|^, 

d. h. entweder x + ^'(a) = 0, oder a = C. Also ist eine Integralgleichnng: 

I = Ci+v(C), 
während eine andere daroh Elimination von n zwischen y = nx + V(n), 
X + ^' (n):=^0 folgt; diese letztere enthält aber keine willkfirUche Konstante. 
(Vergl. §. 127.) In ähDÜcher Weise verß,hrt man in andern Fällen. 






u + i — + 2aia' + 2»s'a— , 



{H-2»xn), 0=2au'+T-(l+2»xn), 0= 
1^) 



3) Mao soll diejenige Eurre finden, bei der die tod dem Anfiuigspuiikte der 
EoordiDaten auf die berührende Gerade gefällte Senkrechte eine beliebige Funktion 
,deT Abszisse des Punktes ist, in den die berilhreDde Gerade gezogen ist. 

Se^n X, y die Koordinaten eines Punktes der gesnohten Kurve, so ist di« 
OleiohuDg der Taugeute in demselben : 



Coo^^lc 



bIio die Länge des i 



p Anfangspunkt grefMlten Perpendikeli; 



und dB die» =^ f (x) seja soll, so hat man 



>\A^GÖ' 



aus welcher Gleiehnng die Karre zu bestimmeu ist. Man siebt hierang fi 



B« Yl + a' Bi* 

4) In dem ipezielleu Falle, da f(x):=ax, hat man 

((n + VM^') + ^ai(l-+-n') + ai(x) = C, y = ox + aiVi+n"*- 

FQt f (x) ^ a, d. h. da alle Senkreohten einaoder gleich s<e7n sollen : 

= ('i+-4^^^i n = Cod«rx + -^^^ = 0. 
V Yl+a'y 8i VIT? 

Die erste Gleichung gibt 

y = Cn-ay"l-l-C'. 

d. h, eine Gerade, bei welcher der Sati iVeilioh richtig ist, da sie sich selbst Tan. 
gente ist. Die zweite Gleichung gibt 



l + u'' 



Vl^=- 






d. h. einen Kreis, dessen Mittelpunkt der An&ngspnnkt nifd dessen Hallnnesser &ist. 
III. Hat die gegebene DiSerentialgleichang die Form 

so zietit man ans ihr 

IrinzrdvGoO'^IC 



Homi^eiie DUbrtulial^aiishniigM. 






in welcher GleichuDg blosB d nnd y vorkommeo. Kann man sie integriren, 
Bo eliminirt man u zwischen jJieser Integralgleichung und x = f(y,n). 



« ■/KlÖ'--"'H.-— tVi^ 



'^ "' 'ei''"2Vi- 



"'iw+ 



= (-J— i'- ,,-)'^ 



8y_J_ u' n 8t n 1 u' ^ 

also Dach §. 92, 1 da /^^, = -|-;(l + u') = f Vl^Tip! 



-^'-i/ 



,/Wiw, 



"=Vi^'»-i" 



•.(W = ii). 1 = -»T + 1V 



Nach §. 99 hätte man . 

Ton welchen drei ÄuFIttsungen die erst« oben fehlt, wm Ton der Auswerfting d«s 
Faktors u. herrührt. 

HomaEens OIcicbDCgen. 
IV. Sind in derGIeichnng 

F.(|I)" + F, (SlJ-'+ + F._,i|+r.=o 

die FnDktionen P, , F, , . . . , Fd homogene FonktioDen von X nnd j deSBelben 



r" Grades (§.95), so setze man y = xz, wodurch man erhalte F^ = Z^x', 
F, = Z, x', . . . . , F„ ^ Z„ x', so wird die vorgelegte Gleichung zu 

Gesetzt man erhatte hieraus ^ als Fonktion vod z, so ist also 

wo noch z = -^ zu setzen iet. 

Setzt man ^ =.n und kann z als Fnnktion von n finden, so ist 

Also 

Oft ist es besser, die Gleichung 
nach X ^ anfenlößeD. Folgt daraus x ^ = y (z), eo ist 

1) ,.+..(£iy_,.=osb.i+(|iy-.-=o. ■ 



worani 



d. h. wenn man z = -r- setzt: 

Man hätte dieselbe Gleichung Abrigena auoli nach der iweiten Weise anfUtoen 
können. 



46 ZnrOekvHfang pknUoltr StrmUm in eiMo Fankt 

6) Hon loll eine Eorre sochen so besohaftn, dui alt« Liohtitrahlen, die tod 
einem gegebenen Paukte an* an lie gelangen, zurückgeworfen mit eiDander parallel 
laufen. 

Sey der gegebene Funkt der An&Qgspunkt der Koordinaten ; die Richtong, mit 
der olle zurückgeworfenen Strahlen parallel gehen loUen, »ey parallel der Axe der 
z; ferner sejen z, y die Koordinaten eines beliebigen Punktea der Kurre. Die 
Gleichung des in diesen Punkt gerichteten Lichtstrahls ist also Xv=:jf , wenn 
wieder £, V die laufenden Koordinaten sind; die Richtung des znrUckgeworfeDen 
Strahls ist parallel der Axe der i, also ist die Gleichung dieses Strahls v^j. Die 
'trigonometrische Tangente des Winkels der berührenden Gerades und des einfellen- 

z Bz 
den Strahls ist somit r— , w&hrend die des Winkels derielbeo Geraden und 

des zurückgeworfenen Strahls = r- ist. sodass, da beide Winkel gleich seyrnnflasen: 

l+i^j 8z' z Si 6z^z lez^'^UiJ - 8z ' "' 
woraus nun die Gleichung der Kurre £u suchen ist. För j = x t : 



=-'(=S¥^)-'<-'*'«- 



a^+C = -H-l)-ZHn) + Hl- 



oder wenn man — f (— 1) + C = C seiet, was man darf, da ja sicher J<—1) konstant 
ist, so folgt 

/'l— n*^ 1— u' 






<^y' 



Diese Gleichung stellt Parabeln 7or , in denen der Brennpunkt Anfkngspnnki 
der Koordinaten ist. 



EinfQhnuig nener Tettnderlichen. 

V. Kann man die vorangehenden Methoden nicht anwenden, so mnas 
in,aD sich darch EinRJhning neuer Veränderlichen zu helfen snchen, die bald 
in einer, bald in anderer Weise gewählt werden mÜsseD. 



. Goc^lc 



Einfahmv neuer TatudstUebeu. 4,7 

By 
Uan lelEe g^ = uy, lo ist u'y' + y'uy-(- j' = 0, y*{n'4-uy +y) = o, 

und da y =D wohl auch der Torgetegten Gleichung genflgt, aber keine EonstaDte 

enthält, so hat man n' + uy + y^O, y^ — . , also 

^= — "* 8y_8y8n_ 3ii'aH-ti) — a' Bn 

Bi "^ l+u' 8x 6Ö8i (l+o)' Bi 

d.h. 

— tt*_ 8n' + 2n' Bn 3 + 2 n Bu _ 7 t3+2n)8i. 3 ./-l+o^. • 

also erhttlt m&a eine Losung der Aufgabe durch Elimination Ton u aa» 
.■ + .,+ , = 0.,= -|- + .(l±!) + 0. 

By 1 
gibt für g^ = -^ 

•1 l + n' 1 + n' 2n — 3n' 8n 

•-y (1+.')' »"+'=-V n+uV 7 (■+"•)• *"■ 

Die beiden Integrals bestimmt man, wenn man 1 + u^ =: z setzt, woduroh dann 
«halten wird 

' 1 ,31 8 ' , c 

6<H-n')' S n'+l l(HI+n*>' 
d. b. man bat 

_ tt' _A_i 1 1 , ^ 

'~ l+n'' '■" 6 l+n' 2 (l+nV ' 

zwischen welchen OleiohungeD u zo eliminiren ist. 

■'■> (H)'-"n+''=»' H=-'- "■'■—"■+'■=». •■-"+•=0. 

an ' 8i «(1—20*) Bit (l+n*)' By_8y8n_ 
'~l+v" 8n^ (l+nV ■ 8i~a(l— 2n')* Bi 8nei' 

-.4©--^8^.-©*.-^=».-(:~>'-fö)-r:-=»- 

— — (D- n» n'-Q+l=0 t,^ "' — " + 1 B»^^ 3n'— tn + B^ 



2n- 


3o* 


(1 + 


«»)•• 


2n*- 


3n»e 
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(<Iy)-' = (ai" + bj')— "(ix)"". ET(.l»«nt«ii. 



/ •3.'-«i.+6 . 3 4 S 



YI. Die Oleicbang 



(Kr=- 



gibt, weoli y = x° z, ö- = x° j^+ — X ° z: 



-/^ 



^=, ■ (.+b.-)- 
1 



Hieher gehört etwa die Gleiehneg 



2i — (a+bi/ 

VII. Durch Aufsteigea zo höherer Ordnung lassen sich ebenfalls oft 
Differential gl eicbao gen integriren, wovon wir später (§§. 120, 123) Beispiele 
mittheilen werden.' Wir fügen hier nar noch die allgeineioe Bestimmang der 
Evolventen einer gegebenen Kurve bei. 

ETolTeiit«n einer ebenea Kurve. 

VIIL Man lege über eine Kurve (z. B. BC in Fig. 26, §.46), einen 
Faden,' den man in einem Punkte fest mache (z. B. in C), während das freie 
Ende so bewegt werde , dass der Faden sich abwickelt von der Kurve und 
das frei gemachte Stück Tangente ist an die krumme Linie , so beschreibt 
der bewegte Endpunkt des Fadens eine Evolvente der gegebenen Kurve. 

Seyen x, y die Koordinaten eines bestimmten Punktes der gegebenen 
Kurve; a, ß die Koordinaten des entsprechenden Punktes der Evolvente,' 
so dass , wenn die Abwittkelung des Fadens bis znm ersten Punkte fortge- 
schritten ist, das freie 'Ende sich im zweiten befindet. Es ist nun leicht ein- 
znsehen, dass der Faden zugleich im ersten Punkte Tangente an die eine. 
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und im zweiten Normale an die andere Enrve ist. Da ß als Funktion von a 
gesucht wird, indem man sicher die Gleichung der Kurve sacht) ferner die 
Gleichnag der Tangente im Punkte (x, y) an die erste Kurve ist v — y = t- 
(J — x), die der Normale in (a, /?)'an die zweite Karve: v — ß= — 

(| — <«)> wenn $, «jeweils die laufenden Koordinaten sind, und diese zwei 
Gleichungen dieselbe Gerade ausdrücken sollen, so muss 



seyn , d. h. 

ss!+'=''' '-'+<— 'S'"- 

Zieht man nun aus der Gleichung der gegebenen Kurve ^ , setztdessen 
Werth in diese Gleichungen ein und eliminirt dann x und y aas dieser und 
der Kurvengleichung, so erhält man die Differentialgleichung der Evolvente. 

13) Sej die gegebene Kurve eia Eieis, dessen Gleichung i'-f-j''=r', so ist t- 
^ , also liat man x und y zu eliminiren ans 

J flu j 

woduroh man erhält 

Wird diese Oleiehaug in derselben Weise iotegrirt, wie Nr. 5 , so erh&It man : 









zwischen welchen GleichuDgen a> zu eliminiren ial, um die Gleichung der Kreis- 
cTolTenten zu erhalten. 

Soll fSr o) = : ^ ^^^^ seyn, so niuss C ^ seyn, und man erhftlt dann 
j* = r[»wiaj — (oeof in]i « = r [co« <• + 10 imhb] , 
tÜT die gewöhnliolie KreigerolTeule. • (Für 0) — o ist auch a^r.) 



* Legt man Aber einen Kieii aiaen Fsdan nnd wickelt denselben ab, «0 iit in diesen 

Fanaein der Winkel den dei nach dem Berflhruagspankie des (abgewickelten) Fadem und 

des Ereiies gesogene Hslbmeuei nacht mit demjenigen Halbmeiser, der nach dem anfitug- 

llahen BeiflhniDgapnnkts gezogen üt. — C iit die Lange dei anflnglichen freien FadenstSek*' 

Di«i|«i, Diff>iMllal-i.liMtnl-H*iiliBiii(. II. i.laS, ' 4 
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§. 101. 

lotegratioD mitteilt Reihen. 

Als letztes Mittel , wenn keio anderes gefanden werdeo kacn, bleibt 
noch der Verbuch, eine vorgelegte Beihe mittelst einer (endlichen oder an- 
endlicben) Reihe zu integdren. Wir wollen einige der hier möglichen Fälle 
sie Beispiele näher untersuchen und etwa Dfithige allgemeine Bemerkungen 
an den besondern Fall anknüpfen. 

I. Aus §. 53 folgt, wenn man in der dortigen Formel (10) x = a, h ^ 
X — a setzt : 

Bricht diese Beihe von gelbst ab, so ist notbvendig F(x) der alsdann 
endlicheii Reihe gleich ; bricht sie nicht von selbst ab , ist aber konvergent, 
so gilt dasselbe (§. 54). Die Reihe wird immer abbrechen, wenn etwa . 
F"(x), F"^' (x), . . . , sämmtlich Null sind fftr x= a oder gar für ein belie- 
biges X. FUr unsere Zwecke ist F (x) ^= y, and wenn also etwa aus der vor- 
gelegten Gleichung folgt, daes t-| . g-^, sämmtlich NdII sind fOr 

X =: a oder fär ein beliebiges x, so ist 

worin y^ ganz willkürlich (unbestimmbar) bleibt, so dafis dann y. = C, d. h. 
gleich der willkürliehen Konstanten zu setzen ist. * 



Hieraas 



ijj-3T + bi" = 0(8.92). 



■»,'■•■ 
rl,(a.»+ 



Sa dass also ^-^i ö^i.' ■ ■ ■ sämmtlichNnll sind fflr jedes x. Setzt man x=:a^=l, 
y,:=y, ^o, eo ist iBr dieseo Werth: 

y^„ + (3e-b)(x-l) + 5^-^(x-lV + ^^*(i-l)' = (c-b)x' + i;x'. 
welcher Werth der TorgelegteD Gleichung genügt. 

^) ('K-«0('l^-')-'H=«- 

oder wenn man mit 4j nnltiplizirt, was gestattet ist, da nicht y = das allge- 
meine lotegial sejn wird: 

(2,Ü + 2g.) (2„i|-2,-) + 4b/5l = 0, 

und wenn y'=: z; 

Aus dieser Gleichung folgt durch n matige Differenzirung nach s. : 

=Gi— )['Sä*'— 'a-T(S-0['£-<"-'>lS]• 
-^^stS5-<-«^^]- -s^(-B--). 

so dasB also für x = (d. h. a = 0) und n = 1 , 2,3^,...: 

VBi y Ol Öl Bi fli 

u. B. w. alle folgenden Differentialqaotienten Null. Ist also z für x =: gleich o, 

• In sndsrei Fann : (4i + 2gxdiHfdt — iiäx) + 2bdzdx = 0. 
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H&D kommt auf obige Differenz algleichong bei AnflOsang folgeader Aufgabe : Diejenige 
Karre tn lachen, welohe alle EllipsaDj die dieMlben Bienopuiikte fatben, untei rechten 
Winkeln ichneidet. Sey nlmlieh 2e die gegebene Entfernnng -der twei Brennpniikte , 2ft die 
groue Axe irgend einer der Ellipsen < >o ist (a' — e')i' + a'y' = a'(a* — e') die Qleichnng 
denelben, wenn die Soordinatenuen «ie in $.46, 11 gewählt «erden. Die Gleiolinng der 
beifUmnden Geraden in einem Funkte dieier ElUps« , deisen Koordintten £ , i> lind, iit alio 

(8.11):y — v = ; — — (i — f). Geht nun die getachte Eorre (Trajectorie) durch 

diena Pnnkt, nnd »Ind alle £, u aach die Koordinaten deuelben, lo iit die Gieichang der 
berührenden Geraden an letztere ; j — v := —r(i — l) , wo — atu der noch unbekannten 
Oleichnng der Trajectorie zu suchen Itt. Da beide Tangenten auf einander senkrecht stehen 
(ollan, M mnia ; ä~i^ — ' «ejm, d. h. veno nuM nnn n^t x nnd y die Koordi- 
naten der Trajectorie bezeichnet, so mnis: 

!^ -5-0=1, (.._,.„. + ..,.=..(,._,, 

seyn , da dieser Funkt auch in der Ellipse liegt. Eliminirt man a' zwischen diesen Olaidmii- 
gen, so bekommt man eine Olsiohnng, die fOi alle Ellipsen, also fdi alle Tr^leotohenpunkte 
^t, i. b. man ertilllt die Gleichung der Trajectoiie: 



0-'K)(-H-0-t- 



= 0. 
mithin 

j' = «-pj:^''- («' + '') >" + "' = c(c-l-e'). 

IstepoiitiT, so hat man die vorgelegten EtHpien «ieder, lo dui ein poiltiTes o nicht paist; 
fQr negatiTe c bat man Hyperbeln, welche dieselben Brennpunkte haben, nnd Ton denen Jede 
wirklich alle Ellipsen rechtwinklig triOt. Hute man Hyperbeln lon deuelben Breimpnnkten 
gew^t, so wire man auf Ellipsen gekommen. 

3) 3i(^)'-fly|^ + x + 2y = 0.8^(x?|-2y) + 2r + i = 0. 

Durch d malige Differeazirung^ folgt hieraus, wenn n^ 1 : 



während für n ^= 1 > 



isfiirx = 0{d.h.» = 0): 
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(i'—g)dj' — 2xydjdx — x'd%'=0. 



4, <..-tf(ii)-.„?i-..=„,!i[<..^tf!l.-..,j=.... 

Da 

so ist fUr n > 2 : 

2(E-2)iti2 + (»'-5. + «Q] + ....'+^[(,i-g)Ü_2„] = o, 
während (für n = 1 , 2) ; 

r."''-«>S-2,l + !Il((..-,)y-2„l-2,=:0, 

!»rö._,ö?ii+2.?i?-2'J1+2?ür(i'-.)?i^-2,n-^r<.'-.)SJ- 

2,y]-2 = 0. 
Hieraus folgt für x =: : 

Setzt man 



'=-2-|;+2i'-'-^-'-«-''=°' 

wo c (a) die viltkQrliche Konstante. 

n. Oft führt die eben angegebene Methode auch auf eine unendliche 
Reihe, die dann notfawendig konvergiren mnsB, wenn ihre Anwendung mög- 
lich seyn soll. Lässt sieb die Summe der uoeudlichen Reihe angeben, so 
■hat man eben dadareh das Integral der Gleichung in geschlossener Fonn. In 
der Regel wird man dabei bequemer so verfahren, dass mau Tdr y eine Reihe 
von der Form 

y— 41°+ B I«*' + 01«-' + . . . . 
wählt nnd dann a , -A , B , . . . so za bestimmen sncht , dass diese Reihe der 
GleichoDg genfigt, ohne zwischen x and y irgend eine Beziehung festzostellen. 
Ofl ist es bequemer, fUr y eine Form y (x)i//(x) zu wählen, wo »/»(x) eine. 

o 



54 Di« Oleiehang rfy + y'(Ii^ai fji. 

Reihe obiger Art , dagegen etwa 9) (x) = e', nn a x , . . . . , ist ; oder aach 

»« '■ 

5) Sej t. B. die Qleiohung 



ToTgelegt, and man setze y =^ — t-t, wo ip' (x) den Differeutialqnotienteii T0D9 (x) 
bedeutet, so ist 

Bi v(x)' 

also 

By , ._ ffW)p"<i) _ff"(x) »."W , 






2Aj + 3.2AaH-4.3A»x'+...=:«Aoi-haA,i' + aA, i»+ 

aeya, woraus 

A, =0, 3.2A",=aAj, 4.3A,=aA^, B.4As^aA, n(o— I) A„ = a A,^ 

so dass Äo und A, ganz willkürlich bleiben and 

»Ab a A, , „ aÄ, . »A,_s 

ist; folglich 

, W = i. [1+ 1^ + ji-^+ j^jJ^i^j^j + . .1 + 4, . 11 + Ji+ ji-|— +. 0, 

und wenn man die beiden unendlichen konvergenten Reihen mit X, X, bezeichnet: 



9.(x) = AoX4-A,X., »i'(i) = A„j 
ex BX, BX 



..^ 



' - AoX + A,X, X-+-CX, ' 

wo C ( == T-' ) die willkürliche Konstante ist. 

Mau sieht schon aus den obigen Beispielen, worin das Wesen dieser Me- 
thode besteht, ohoe dass wir weitere Beispiele znznfUgen hätten. (Vergl. 
auch §.121). 

AnDiilime eiaer IntegriilgleichnDg. 

IIL Zaweilen führt die Annahme einer Gleichung zwischen x nnd y, in 
der noch zu bestimmende Konstanten vorkommeD, zn einem Integral. 
6) So wenn etwa die Gleiehunir /- - r 



^ - + i A?' + ''y'"+ T 
8i - V ai' + bi' + l 
Torgelegt wäre, wälile miu) einmal die Gleichung 

A,i'y'+'Ä,(i* + y») + 2A,iy — 1=0. 
auB der iblgt ^ 

, 8y Aiiy' + A,i + A,y (A, y' -H A,) i + A, y 

fli~ A,i'y + A,H-Aii^ (A,i'4-A,)y + Aji' 
Aber die angeDoiumene Gleichung heisat auch 

(A,y' + A.)i' + 2Aäyi + A, y'— 1=0, 

(A,y' + A,)'i' + 2'A,y(A,y* + A,)H-(A,y'— ])(A.y'-f-A.) = 0. 

, (A,y' + A,)'»' + 2A,y(A.y' + A.)x + (A ,y)' = (A.y)'V.(A,y'-~l)(A .y' + A.). 

{A,y* + A,)H-A,y = + y"{A,T)'-{A,j'-l)(A,y' + A,) 

(Ä, I' + AJ y + A, < = ± V'(A,i)'-^(A,i'-l) {Ä.i' + A,). 

•o dus 



^ = + \f — ^< ^t y* + (*»' + A. — A^') y = + A, 
8l ~ V — A,A(i' + (A,*-*-A, — A,')i' + Ai ' 

und «eon diese GluchODg IdentiiohseyritollmitderTorgelegteD, so muss man haben 

— A,4. = «Ä,, A,' — A,' + A, =bA, 
d. h. 

A,= — a. A,=VA,(b-f-A,) + i«, 
vo nun A; gans villktirlich bleibt. Demncich ist die Integralgleichung der irorge- 
legtcD Gleichung: 

-ftx'y* + C(i* + y')-(-2iyVc"(b + C>Tfi=l. 

Setzt mtui hier etwa C^ r^, also positir, a=iii', also ebenralls positir, b = 
— 1 — m', so ist diese Gleichnog; 

x' + y' + 2iyV(l-k')(l-m'k'>-m'k'x*y' = k', , (a) 

und ist die IntegTalglei<^uDg von 



y -n/ 0-?')0-°''y'> . 

x~- V <l-i')(l-n.'x')' 



(4 



* Am der Gleichung (a) folgt : 



_ -V(t-k')tl-n.'k')y±tV(l-y')<l-ni'y'J 
1-m'k'y' 
- Settt mannan TDtani, es sey lüi y=:0 natbvendigi:=k, so gilt du obere Zeichen; das 
untere, wenn Kr jr = 0, i = —k. Ebenso 

_ -,V7r--^')(l-n,i^)-f|t\^(l-i')(|^m'i' 
' 1 — ni'k'l' 
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5 6 InWgtatioD d«r D>ff«MiiÜalgleietiiiiig«D hOhMer Ordnni^. 

(Man vergl. „GroDerta ArohiT", XI, S. 396.) Weitere Hilfsmittel zur' Inte- 
gration der DifTerentialgleichungeu erster Ordnung gibt oft die Integration der 
höheren Differential gleichusgeo , zu der wir jetzt übergehen, an die Band. (Vergl. 
8.120 und §.123.) 



' Sechszehnter Abschnitt. 
Die Difierentialgleichui^n höherer Ordnimg. 

§. 102. 
HOglichkeit der IntegratioD. Form der Integtalgleichnng. 
1; Eine Gleichung 

<-.^:.s m=° <■> 

beisst eine Differentialgleichnng n*" Ordnung zwischen den beiden 
Veränderlichen x nhd y. 

Eine jede solche Gleichung bat nothwendig eine Integralgleiobang, 



Am (a) Mgt durch DilTsTeDzinmg : 



x + V(r:^')(l-in'k')r-m'k'.T' 
y + YH-k'){l-m'k')t-m'k'x'j' 



r-n.'k'x'y+Vll-k')(]-m'k'). = ikV(l-i')(l-n.'i'). 
Hier gelten beiderieita dia obern Zeichen, irenn fQr7=^0:i=: + k und fitr i = : 7 = 

4-ki die unteren im entgegetigesetzCeii Falle. Also ist 



8y^ ±Vll^y*)H-m',') 

d. h. 

1) wenn für x=0 



lrx=Oanohy = -t-k 8y_ ^ /(l— y») (1 — mV) 
y = , i = -+-k'8x V {l-i')(l — m'i*)' 



2) 1 = „ y = — k By__, 

y=0 „ I=-k"8l^ 

3) 1 = _ y=-l-k By^ 
y = _ i = -k'Bx 

*) 1 = „ T=^ — ^.8y^ , 

y = „ i = -l-k'8i 

Hu ertiebt hiarans, wie dal Doppelzelcben in (b) lu «ftblen is(. 
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Int^nlglafchiiiv. 67 

d. b. es gibt eine Gletchnng zwischen x and y, ans der die (a) entsteht. 
Diese Oleichnng mnss im allgemeinsten Falle a Konstanten enthalten, die in 
(a) Dicht vorkommen. 

Der Beweis dieser Behaoptang kann wie in §. 90 gef&brt werden. Denkt 
man sich Jx nnandlicb klein nnd nimmt für den bestimmten Werth a von z 
die GrüBsen 

y.iZ. ^ ö;:^ ■ (b) 

TillkOrlicb an, so gibt die (a) den Werth von ~ fBr denselben Werth von x. 

Set2t;man jetzt z=:a + ^x, bezeichnet die Wertbe der Grössen (b) 
ffir x = a darch Anhängen des Zeigers 0; die fBr x^a + ^x dnrch den 
Zeiger 1 ; ebenso die Werthe dereelbea Grössen für x~a + 2dx dnrch die 
Zeiger 2, n. s. w., so erhält man leicht* 

ta(l=:a + -4l: 



n. 8. w., so dass man die Werthe von y nach einander für x — a, bl + Jx, 
a + ZJXt . , . bestimmen kann. 



■ E«litw 
den für I = s (i 



(t-^I dan Werth ron t-^ fftr »^a + mJi bedeutet, (^-) 
l)Ji;f?LL^ =r^^ ->-^(r^^ ' 'O-Jdie b*k«iinteBe. 

dtDloiig hkt. Aber J^-f — — -, — —Ji, und da Jx nnendlieh klein, al» (n»hein) 
den kaua.weDiiJiiiDendlich klein i=dt, %. 11). 
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6 8 Foim der L 



HftD vird dabei beaeliteD, d»i die Annahme der Wertba Ton 7' g • ' 
noth wendig war, obgleich In dis Bildnng derOrOuniy, • Ti.-'. dot die enten Differential- 
qootientaD eiiitnteit. — Zur Bnechnoug TOn ( t^ ) bnndit mu ( ^ ) • ( ä~i ) > *" 

, .„ B.;.*.™, ™.(?-Q__^b»„b. .„ QQ. (g)_ (ti) 

Hehr tit diese GrBssen brftnobt mui *ber, via die oben stehende üebenieht ceigt, nlem&ls. 
Die GrOseen^g, (^) t ■ ■ ■ . ( ä ~ ;-^ ) sind willkürliche KonetaDteD, 
der Anzahl nach d, vodarch die BehaaptDOg erwiesen ist. 

n. Wie in §. 90, m läsat Bich unser Satz auch mittelst der Tajlor'Belieii 
Formel erweisen. 
Da n&mlieh 

j — a/ByN (i— a)'/'8'y^ 

^l...n-l V6i— 'A 1 ..n Vei-A 
die Werthe Ton (g^J . (gir;^) , ..-■.. . (für x = a) aber mittelst (a) leicht 
geflinden werden kOnnen, wenn man yj, ( g"" ) • i a ,-i ) einmal angenom- 
men hat, so ist nnsqre Behauptung ebenfalls erwiesen, 

III. Jede Gleichung zwischen x und ; mit n willkörlichen Konstanten, welche 
der (a) genügt, musa — wenn y ans ihr nach dem Tajior'achen Satze entwickelt 
wird ^ mit der (c) zusammenfiitlen. — Wegen der n willkürlichen Konstanten 

e y 8°-' j 

können die n Werthe y, äZ> •■■> a -■■— i filr z^^a ganz willkürlich seyn, wie in (c), 

mit denselben also zuaammenfiallen; die Werthe ron t~t ' a^-Ji i *''* ^^ 

fraglichen Gleichung gezogen, müssen aber dann mit denen in (c) zusammen fallen, 
da sie ebenfiJIs der (a) genügen müssen, also auch aus (a) gezogen werden könnten, 
wie es mit denen in (c) der Fall ist (wodurch die Behauptung erwiesen ist). 

Ans I und II ergibt sich anmittelbar, daes die Gleicbang (a) eine ein- 
zige Integralgleichong mit n willkürlichen Konstanten habe. (Vetgl. §. 132, 
VI.) Mao wird dieselbe ermittelt haben, wenn man eioe Gleichung zwischen 
X und y mit a nicht in (a) vorkommenden Konstanten findet so beschaffen, 
dasB y, g^, ..., g— -, aus ihr gezogen, die (a) identisch erfüllen. — Dass 
man die Integralgleichung nater verschiedenen Formen wird auftreten sehen, 
ist begreiflich (§. 90, IV) ; , alle diese Formen lassen sich aber aus einander 
ableiten. 



BUdnng der DiSbrenÜalgleichnng «ce der lat^relgleiehiing. 59 

Bildung der DifferentinlglDichnng oiu der Integnlgleioliiing, 

IV. Differenzirt man eine Gleichung. zwischeD x und j, ia der d anbe- 
c^timmte EonstaDteo vorkommen, nmal nach einander, &o erhält man mit ihr 
11+ I Gleichnngen, die, ausser den Konstanten and der unabhängig Ver- 
änderlichen x, die abhängigen Grössen y, g^, ~ x-r enthalten. Zwi- 
schen diesen n + 1 Gleichungen kann man nun die n Eonstanten eliminiren 
and erhält eine Differentialgleichuag n"* Ordnung. 

War die abgenommene Gleichung die Integralgleichung emer gegebenen 
Differentialgleichung d*" Ordaang, so wird die daraus erhaltene Gleichung 
die gegebene Differentialgleichnng seyn müssen. 

Wie man aber auch eliminiren mag, immer wird dieselbe Differential- 
gleichung erscheinen. Man kann also etwa ans der Integralgleichung und 
der durch einmalige Differenziruag daraus erhaltenen Gleichung dnrch Eli- 
mination je einerKonetantenDDiffereDtialgleichungen erster Ordnung bilden. 
Differenzirt man jede derselben wieder und eliminirt je eine Eonstante weiter, 
80 erhält man Gleichungen zweiter Ordnung mit je zwei Konstanten weniger 
als die anfängliche Gleichung u. s. w. Fährt man etwa so fort, so gelangt 
man eadgiltig zur einen Differentialgleichung n^' Ordnung. 

T. Will maa die hier aufgeteilte BetMoptnag ftnulicb erweiieD , lo kAnn uui etwa ta 
folgender Weise verfahren: . Eine Qleicliaiig svische» x and y beBtlmmt immer eine FnnktioD 
y Tou I, die geometriach in einer Kurre dargestellt vird. Die Diffsrentiiitqnotieaten tdu j 
■ind eben lo bestimmt durch diese Funktion , so. dass fDr JedAn Werth tou i dieselben be- 
stimmte, einzige Weithe liaben. Es erhellt, diesi auch umnittelbar aus %, 66, 1, iromach ttni 

n Werthen der Funktion 7 der Differentialquotient t~ eich bildet. Aus einer Qleichung 
zwischen lundy kaon also auch nur ein einziger Weith Je tout-^, t— ;, . .. tnlgen. 

Geaetit nnn, eine Qletcbung zwischen x und j enthalte m Konstanten , wo m )> r (m nnd 
I positive, ganze Zahlen), und man bilde aus derselben eine Gleichung, die r Constanten we- 
niger habe , was nar dadurch geschehen kann , dass man bis zum r>" Differentialquotienten 
aufsteigt, also eine Differentialgicicbung r'*' Ordnnng erhuit; man bilde weiter auf einem von 
dem eben eingeschlagenen Terschledanen Wege aus derselben anfKnglichen Gleichung eine 
Differentialgleichnng r"' Ordnung, welche dieselben r Konstanten weniger habe, so muai 
diese Gleichung mit der Torhln erhalteneu identisch leyn, oder doch sich un- 
mittelbar aus ihr ergeben 

Denn sei 
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^nur 


.1.» 


Werth haben kann, fitr jeden 


Werth 


von z sayn 






Di«0)eiiiliiuig7.= f(x). 



(m. 



DnQnfflri = »diBW«the Tony. ^ _!I^ dnrch y, , (^^ 

bezeichnet, m kum man die«e GtOMm all not wilUäilicb auttthan. Denn e 



r eliminltl«» Eonitanten , die willkflrtich blieben, immei «o beiUlnnit denkea, daii 
Jens GrUsaen beliebige Werthe aonehmen. D& aber jene Konitanten in (d) und (d'} niciit mahi 
Toikominen, u haben ihre Wertbe keinerlei Einflnu aof dleee Oleichongen. Da die (•) fElr 
alle Werthe tou i ilobüg i», so iit alio anoh 



'[■-©. (S^).]-[--a. (E^)J- 



(>•) 



welche Glalehong aouei den beieiehnsteu QiOsten nar noch die nicht elimiairten Eenetanten 
enthUt. Da a selbit anah all willkDrlioh aozniehen itt, da (e) für alle Werthe Ton i richtig 
»eyn loU , lo entbalteo die beiden Funktionen f nad F in (e') nni rein willküitiche OrOsien. 
Die Wertlie dieeer Fnoktionen kSnnen also nnr dann rOllig gleich teyn, voi aaeh die Werthe 
Jeoer willkürlichen Orflssen leyn mOgeD, wenn beide Fonktionea diese Gfttisen in derselben 
Welse enthalten, d. h. Identiioh sind. 

Da in (t") bloss a, y^ an die Stelle Ton z, y , . . . in (e) getreten sind , so irerdeD 

also auch die beiden Fanktionen f nnd F in (e) identiseb ieyn , d. h. die Gleichungen (d) mn4 
(d') fallen znsammeD. 

VI. DasB man nicht im Stande ist, von jeder gegebenen Differential- 
gleichnng □*" Ordnang die Integralgleichung thatsächlicb heiz as teilen , wird 
nach dem, was wir im vorhergehenden Abschnitte geaehen, begreiflich seyn. 
Wir werden desshalb aach hier za besondern Metboden unsere Zuflucht 
nehmen messen. 

Wir wollen dabei bemerken, dasa wir zuweilen, der Bequemlichkeit we- 



dle GrOsaen ^, ^,..., ^-f auch durch y,, y,, .. ■ , Vo bezeichnen 



werden. 



DieGWohnngon:y„ =tW, y, = f(y), x. = f(y,). y.+, = f(y„), y„, = f(y,}. 
L Sey 



die vorgelegte Gleichung *, bo folgt ana deraelben durch unmittelbare Inte- 
gration : 



" Ba (9.56,11) '^'TrT^B"^' "> ^°i "nfU" "iso sagen, dais (ür ein nnendlioh 
kleines Jx.\ ^t=- -^-^(Ji)', oder wenn man diesen Werth Ton J^j mit d°j beieichnet, 

dass dann ^' j = d" j. Dessbalb schreibt man die Torgelegte Gleichnng aach oft: 
e^J^tl-x)(di)', — Die GrOise il°y ist ein unendlich Kleines der n"" Ordnung, gegenüber dz 
(8.76, I), SD dass- (f* y neben dj, d'j neben d'y tu Tenrerfen wlre. 
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y.=((y).y. = i(j,). ;.*. = t(y.). 



591 =/,«.. + c.. ö=y/,<.,e..+o..+o. ,=//./«. 



c,,.-. c,i— ,,..^.c„,+ c.. 



1.2..n— 1 1.2 

WO Gl , C„ wilikfirliche Koostanten sind. Offenbar kann man anch 

achreiben ; 



_J 


^//■■■/"■'^''' 


+ C.X 


-'+c,^-'+ 


..C.-, 


+ c. 


(». 


IL 


Sey 




T^=.<y), 








so setzt 


man, wbdd ^ = 


a: 














81 


I^H«-«'= 


en 






also ist 
d.b. 


^.=.w.i 


=/fWey-^|. u*= 


^2ß(r)iir+c 





GD'=2/,(y).,-.c, ü=±^2/„„e,+o./--^^L_ =.+0.. 

±V2yi<j)er+c 
so dass also die Integralgleichung ist: 



wo beide Zeichen gelten. 

nnd da anch 

80 wird man also n eliminiren zwischen y = /tft + C nnd i = /f?^ + ^'* 

gibt, wenn man ^~ — n setzt; 



Ferner ist 

8— ' 



.Gooi^lc . 



uad wenn man dann a zwischen den Werthen von x and y elimioirt, so er- 
halt man die Integralgleichaog. 

gibt für ^ = n : 

»^.= f(„).,=±/ ' /° ~ + c. (n). J| = ±-=^„. 

"' »^ V2/t(Q)8u+C •*" V2/f{o)8n + C 

Dann 

Bx"-« y 8x— 'y3y,^jjjgjj_^(, y ^'V2/'f(o)do+C 

VI. Hat man 

fix' 'V-6^J' 
60 setze man ^^ = a , nnd die G-Ieicbnng ist 

Kann man diese nach den Lehren des vorigen Abschnitts integrireo, so 
erhält man eine Gleichang zwischen z, n ond der Konstante C. Folgt 
daraas a = 9i (x,C), so ist' 



J|=,(i,C).7=yi(i,C)di + C'. 



Folgt dagegen x = tfr(u,C), so ist 
d.h. 



Sy^Byfln^ey 1 dy 1 



8y 1 /; 8v(n.C) 

Bo BvKC) ' ' y 8n 



nnd man wird a eliminiren zwischen den Werthen von 1 and f. 
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gibt für ^=0, 'H80r-^,=x-=^rz=r3ti: 

kann man diese Gleichnng integriren, so erhält man eine Gleichung zwischen 
y, o nnd C, aus der folge n := <jp (7, C) , dann ist also 

Folgt abet y = ^(ü, C), so Ist zagleich 

6y 8.pfa,C) 



|^=.G.|¥). 

gibt för Ö. = ii: 

|^ = I(x..); r(T,.,o=Oi 
folgt bieraas a = if(x,C), so ist 

voraus y nach 1. Zieht man dagegen daraus x = ^ (u, C), ^= - ■'— . »d 
erhält man y wie in IV. Aehnlich ist, wenn 

welche Gleichang wie VII zu behandeln ist. Hat man dann t- = gp (n, C), 
so ist z = /■ . ■ \ + C und y folgt wie in IV. 

§.104. 
Beiipiele in %. lOS. 
1) |^ = »*y gibt nach U: 

H-C' = ±/--=iL^:^ = +/"-^L= = + -((aT + V»'T' + CJ. 

Goot^lc 



Hieraua folgt 



»•y' + C = C,*e^ -2«rCjB-"-f-ft'y'. 2ayC,e 

— ^ ±" c ; 

'~2»* 28C.* 

D A and B die willkflTlichen Konstanten. 



. d.h. r = Ae 



Fiff- SS. 2) An einem elMtischen Stab oder Seile AS (Fig G6) werde ein Qe. 

wicht p angehängt, und es leyB die Ruhelage destelben; man bringe nun 
daa Gewicht gewaltsam in die Lage B', wodurch der Stab ausgedehnt wird 
und überlasse es dann, ohne ihm eine weitere Bewegung mitzatheilen, sich 
selbst. Es soll seine Bewegung untersucht werden. 
( iB" Sey am £nde der Zeit t das Gewicht in H, in einer Entfernung x tou 

der Rnhelage B, wo wir x positiv ron B gegen B' hin, negat^r von Bu 
gegeu B" rechnen; in diesem Punkte wird der bewegte KOrper nur von 
der elastischen Kraft des Stabes getrieben werden, da das eigene Gewicht 
anf]gehobeii wird durch den tragenden (bereits schon ausgedehnten) Stab; diese- 
elastische Kraft ist proportional dem Abstände x und wirkt Dach der Richtung B'B. 
Demnach (§. 20, YIU) hat man 

-|-g = -a'x. (pd'x^-a'gxrft'). 

wenn a* die elastische Kr&fl des Stabes in dem Abstände I beceichaet. Hieraus 
folgt nach II ; 




L und B zu bestimmen, sey BB' = o, so ist x=o für t— 0; da ferner 

gkeit im An&nge der Zeit ebenblls Null ist, so ist anch (§ 20, VII) 

nir t = 0. Demnach da^=Aa V -^«Mfat Y"^') — Ba Y"^ X 

VA-S-I B = c, A^O, 
y p 

gnzoan/GoOt^lc 
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Diese Gleichung bestimmt die eintretende Bewegung ToUsländig. Da 
«o»( »ty — ) rwischen + ] «nd — 1 liegt, so folgt hieraus: Die Eotfemung i 
wird Die grosser als o, d. h. der KOrper geht nie weiter als nach B'; er kommt dort 

an zu den Zeiten t=0. ^y^, ^V" [d. h. wenn e« ("aty-^) = l]i x 

\riid nie kleiner als — o, d. h. der Körper steigt nicht über B", wenn BB"=:BB'; 
ei kemmt in B" an zu den Zeiten — y — • — V , . . . [d. h. wenn coa ( • ' V^— ) 
= — I]. Die Geschwindigkeit j^ ["= — a oy'y Hn (a t V~)J "*' *™ grflssten, 
wenn ew ( »fy — J^O, ~d, h, wenn i = 0, oder wenn der Körper durch B gebt, 
sie ist Noll, wenn der KOrper inB' oder B" ist [da dann «»»(ftty^J = ist]. 
Han sieht daraus, dasB die Bewegung eine regelmässig schwingende ist, und dass 
die Dauer einer ganzen SehwiDgung=: — y — ist. 

Gesetzt, jedes Mal wenn der Körper in B' wieder angelangt, gebe man ihm 
einen kleinen Stoss, der ihm eine Geschwindigkeit m ertheile gerichtet gegen B, so 
wollen wir nnn annehmen, in einem bestimmten Zeitmomeute befinde sich der KOrper 
eben in B' und wollen von da an die Zeit t rechnen. AUdaon ist wie oben 

i:=A*m«t + B cotat, 
cnd fflrt — 0.x = e, j--'= — m, abo 



X wird auch jetzt naoh der Zeit ^jeweils wieder denselben Werth erlangen, die 
Schwingongsdauer also dieselbe bleiben. Dagegen tt wird kjo, wenn 
— mcMut — acnflst^r^O, tg'at^ , 

woraus fQr at zunächst ein Werth zwischen -^ und Ji, etwa^j^ folgt; aber eben 

80 auch y+n, j + 2ji , bo dasa also die Werthe der Zeit t, für welche x ein 

Maximum oder Hinimom ist, sind: 

. Minima, die andern Maxima; ffli die ersteren 



»fti, DUhrMim-i. UMfnl-Iti 
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für die andern x^ -Py <='H — i' I^^ diesi >> c , so wird also die ÄasdehDnng 
der SchwiDgang grfisset sejn aU früher. Wenn also jedes Mal , wenn der KOrper 
ID seinem tiefsten (hOduten) Punkte angelangt ist, demselben ein wenn auch noch 
ao kleiner Stosa ertheilt wird , so werden seine Scbwingnngen nothwendig immer 
weiter werden, so dass am Ende der Stab, wenn er diese grossen AusdehnuDgen 
nic]it ertragen kann, Eeireissen muss. * 

3) Man soll diejenigB Kurre bestimmen, in der der KtSioDinDgslialbmetMr in 
allen PunkUn derselbe (=a) ist. Man hat also (§. 56, III) 





= a. 


S=±I[-G01' 


§. 103, Illi 


r"' 






■4-C. 





(r-C)' + (x-C')' = ft', 
d. h. die Knire ist ein Kreis rom Halbmesser a. Sein Mittelpunkt ist beliebig wo. 

4) Man soll 

integriren. Nach IV, wo jetzt n = 3, f(u) = aV'u: 

Aber 
d.h. 
oder was dasselbe ist , 



* ffleranf beruht die Erklftmng der Beob&chtnng Savaiti, doss irenn man den be- 
netiten Finger in tegetrotisigen ZwiecbeoEeiCeD an einem claEtuscheo Stabe hin- und her- 
führt, derselbe in SebvingniigeD Ton mesibaiec Weite Tersetit werden kann. Dessgleiohen 
erklärt eich hieraui das Zerreisien von Kette nbrtleken unter dem regelmässigen Tritt ivt 
Soldaten n. s. w. 
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Beispiele. 



»V('eü"^■__ .»';_■ « 



+/ " , '• — -1-0.=.+ / ,''' ■<-<;, = +/ ' ■''■ - +fi,- 



gibtnacb V. won = 2,f(u) = — ^, (" = 1^) 

HC,=±/ 

Hieraus folgt 

(C.-C.)- = Cu-+.. .■ = <°-. -"j>'-- . 
SO da«8 also 

6) Han soll diejenige ebene Kurve findeti, in welcher die von einem bestimm- 
ten Punkte an&Dgenden Bogen mit den Stücken der Ordinatenaxe , welche durch 
die Tangenten in den Endpunkten dieser Bögen abgeschnitten werden, in einem 
konstanten Verhältnisse stehen. 

Die Gleichung der Tangente im Punkte (x, 7)'der gesuchten Kurve ist; . 

sie trifft die Ordinatenaxe in einem Punkte , dessen Ordinate = y — x ^ ist. Sej 
bIbo z, die Abszisse des Anfangspunktes eines Bogens, x die des Endpunktes; j,, 

j die zugehörigen Ordinaten , so ist die Bogenlänge = +/yH-(~-l Bi, 

während das Stock der Ordinaten^e zwischen den beiden Tangenten ^y — Xt^ 
— I Ji — »1 r^ I ist, wo T—*- den Werth von T— für x = x, bezeichnet, so dass also 

Da nnn X(, y, konstant sind, so folgt hieraus, wenn man nach x differenzirt 
(ä.86), 

aus welcher Gleichung die Kurve zu bestimmen ist. Nach lY ist (flir ^ ^ n) ! 

^' Goot^lc 




Dabei gilt in D^+ — das obere Zeichen , wenn der Bogen wBchst mit waoh- 
lendem x (§.47). 
,^ Dieselbe Anfgabe ksno sach etwu anders eingeUeidet werden. Denken wir qdb 

lieb, ei bewege >icb ein Gegenstand in der Ordinatenaxe glaichfSrmig, wAbrend ein aDderei 
■icb mit ebenfalls gleiobfOimigST Oeeehwindigkeit gegen ihn bewegt, eo betchreibt leti 
die fragliche Karre, nnd weiui man in einem Punkte dieser Karre die Tangente lieht, so triSt 
Kle die Ordinatenaie in dem Punkte , In dem der ertt« Gegenstand (Ben) sich befindet, 
wthrend der zweite (Hund) in dem fraglichen Knrrenpnnkt ist. Die QrSsse a ist = der Ge- 
schwindigkeit des Hundes diiidirt durch die des Herrn. Ist im Anfange der Zeit der Herr ~ 
Anfangspunkt der Kaordinaten , der Hund im Funkte i,, y,, eo mnss für i =: i^ auch j = 
iejin, was eine Gleichung zur Bestimmung der zvei Konstanten liefert ; da n <^ 1 leyn wird, 
so ist filTX=:0, j:=G', also ist C der ganze Weg, den der Herr inrilcklegt, bis der HnnA 

Ihn einbott, to dass (da der Bogen w&chst mit abnehmendem i), also n = ; 



-/VKlÖ' 



2(1—0) 2 (1 + n) C ' n 

führt, welches dis iweite Olelchnng ist zwisiAen den EonsUnten C npd C. Cebrigeus mosi 
auch die Tangente an die Knrre im Punkte t,, y, dnreh den Anfangspunkt gehen, d. h. es 



1— n) ' 2(n+l)C ' • 8i, 

= — ij-" — — I,— ,10 erhllt man d]e«ell>a Qleichong wieder. 

7) Man sotl die Kurre flnden, bei der der ErümimingshalbiiieBSeT im Packte 
(z,y) gleich ist ninal der Länge des Stücks der Normale swiscben diesem Punkte 
und der ÄbBsiaaenaxe. ' 

Hau hat also 

^ = nyyi + (^-j. n^-^Ll + UJJ' 






Vaitlkal-BeireiQiig im videntebendeii Ulttel. 69 

.- ' |I = ±/c/-i,±/-=H==.+-c., 

VC7'-1 
in weletaer Gleichung nun n gegeben seja muss, ehe man integriren kann. Dabei 
koiiD übrigens d positir oder negativ seja, da die erste Seite der gewftblten 
Gleicbung den positiven oder negativen Werth des Krünmiungshalbmessen aus- 
diUcken kann. 

Seyz.B. n = — 2, so ist 

r »r _ rvj^j _ r tb? _ .r^ — j^ c /■ .' 2y-c-\ 

y VCy-'~i JVc—, JyCj-j' ' ' ' 2 V c. J 

was eine Cf eloide auedräckt. Für d ^ 2 ist 

eine Parabel. 

8) EUn EOrper bewegt sich geTa<]liDig unter dem EinSuss der Schwerkraft 
(fällt vertikal herab) in einem Medium (Atmosphäre), das einen Widerstand leist«t, 
der proportional ist dem Quadrate der Geschwindigkeit. Man, soll seine Bewegung 
bestimmen. 

An Ende der Zeit t »ej er indem Abstände z von seinem Ausgangspunkte, so 
ist seine bewegende Erafl (§, 20, VIU) = — öT? ; dieselbe ist aber auch = p — 
p m'( TT" ) , wenn m^ ein gewisser Koeffizient ist, so dass pm' den Luftwiderstand 
ffir die Geschwindigkeit 1 ausdrückt (§. 20, TH), also ist 

8i 

— ^ u geseilt gibt 

ll=g(i-m-.-).gii=j3ii-.(s.2i), gi=yj-i^,+c= 



Ist för t — auch die Geschwindigkeit , so ist dann = 0, also C = 1 und 
"" o'-^'+l'^et e*"'>'+l' ye'""+l 

Goot^lc 



WinD«b«v«gaDg duTck eine ebene Wand oder ei 



-m 



6H-C' = — ({e»" 



und da 31 = für t=0, so ist = — i(2) + C', G' ~ 1{1), also endlich 

^ mg mg 

8i I o"<'— e-"*' 1 



-M 



-)• 



welche zwei Gleichungen für jede Zeit t die Geachvindigkeit und den zurückgeleg- 
ten Weg^ aageben. Wir haben dabei jeweils die willkOrlichen Konstanten sogleich 
bestimmt, wie diess der Aufgrabe angemessen war, wobei wir also annahmen, dass 
der KSrper ohne AnfangsgeschwiDdigkeit frei herabfalle. 

9) Eine ebene Waud besteht aus mehreren parallelen Schiebten, von denen 
jede für sich gleichartig ist. Sie wird von Wärme durcbstrOmt und es ist bereits 
der BeharTungszustand derart eingetreten, dass die Temperatur in jedem Punkte 
immer dieselbe bleibt iind in allen Punkten, die gleich weit von der äusseren Seite 
entfernt sind, ebenfalls dieselbe ist. Ferner sey die Wand auf der Seite, auf der die 
Wärme einströmt, von einem Kaume umgeben, der beständig die Temperatnl t« liät ; 
auf der anderen Seite von einem eben solchen ron der Temperatur t,. Man soll 
den Zustaud der Temperatur im Innern nutersuchen. 

Es bestehe die Wand aus n Schichten, deren Dicken ä, , £j , . . . dg sejen ; m&n 
nehme die Axe der 1 Benkreoht auf die Wand und die Seite, auf dei die Wärme ein- 
strömt, zur Ebene . der j z ; sej Jlg der Koeffizient für das Einströmen der Wärme 
(in die erste Schichte), A. der fiir das Ausströmen (aus der n""); k, ; kj,... kn die 
Koeffizienten fiir die Leitungefahigkeit im Innern; J, , A^,...., An^i die fUr den 
Ceberga'ng der Wärme von der 1"" zur 2"°, . . . , von der n — 1"" zur n*" Schichte, 
so ist jetzt die iu §. 75, YIII niit v bezeichueto Temperatur yon t,.UQd eben so von 7 
und z unabhängig, so dass für jede Schiebte ist 

r— j^O, mithin T = ai + b, " 

Sind also V, , V]-, . . . , v„ die Temperaturen in der l"', . . , , n"" Schichte, m ist 

T, =Bii + b, , T, =a,i + b, , v, = a,x + b„, 

wo a, , b, , a^, ha noch zu bestimmende Konstanten sind. In der n'sten Glei- 
chung geht s Ton 1) bis ä, , in der zweiten von £, bis ä, +9], . . . ., in der n'**Ton 
'öi +Äj -+- ..ö„_ibis Ö| + Öj + . .fi«. Demnach hat man jeweils für den Anfang und 
das Ende einer jeden Schiebte folgende Temperaturen: 1** Schichte: b, und a| d| + 
bi; 2" Schichte: ai dl, -l-b, und a, («, 4-öi) + b, ; ; n" Schichte: a„(*, + 

+ ö„_,i) 4- b= nnd a, (3, +. ... -f- tfj -t-b«; da ferner r-^a, so hat man also 

nach §.75, XII und XI: 

a,k, =a,k, = ...=a„k„; — a,k, =iaa,8, + b, -a,8, — b,], — »,k, = ij[a,(6, +6,) 

+ W-»,(a,+a,) — b,],..,— a._ik,_i=A._i[a„_i(8,-J-..+«„_0+-b^i — fc,(«,^- 
...a„-,)— b„]!-k,a, =i,(t„— b.),— k„8.=i„[>„(8.+-.+B=)+b.— t.]. 

* E> ist selbstvarst&udlich , dass man disio Gleichung auch unmittelbar ableiten kann , 
indem man sich auf die in §. 7B gemachten Annahmen itOtzt. Wir Oberlassen die» dem 
Leser, indem vir auf die Note zu Nr. 10 venveisen, wo wir diese unmlttelba» Abidtuig 
gebeif Verden. 
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Kugel, 
Darau* folgt : 



n dJMelben an« homageueD Sehiohton bätt^ea- 



'(.{^ 



3-\ 



■5, +...+»,_, 



-]■ 



Die WäTmemengpe, welche (überall) durch die Einheit der Fläche in der Zeit- 
einheit strOmt, ist gleich — kg a„ = — k| a, , d.h. gleich 



1 , 



^_' 



und wenn man diese kennt, so läset sich t^ aus t„ bestimmen. 

10) Wir wollen uns dieselbe Aufgabe wie in Nr. 9 vorlegen, nur seyen die 
Schichten konzentrische Kugeis cbichten. Die Grossen X, k, t sollen dieselbe Be- 
deutung haben wie so eben ; es sejen die inneren Halbmesser der ersten , zweiten, 
. . . . , q"" Schichte gleich r^ , r, , . . . , r„-i und r„ der äussere Halbmesser der n'*° 
Schichte. 

Darf man die obigen Vomussetsungen nebst denen in §. 75, IX machen, so ist 



d. h.Ti 



^ = 0, 



'(,..., r. dieselbe Bedeutung wie in Nr. 9 haben : 



> Die VuranEBotiiiDg ist bier, das« für alle Funkte die gleich weit vom Uittelpnnkte 
3n, die Temperatur (immer) dieselbe sey, so dass also t bloss von r abhängt. Will man 
die Formel unmittelbar ableiten, so verfahrt man so: 

Man denke sich das bereits in §. 83, III n&her bezeichnete Kflrperelement, das als ein 
Parallelepiped betrachtet werde. Die aaf c senkrechte (innere) Flaehe ist i' eoili id<ir Jy; 
die Entfemnog der entgegen stehenden Fläche: jir; äia Temperatur au der ersten Flache Istr, 
an letzterer t + <4 '. Demnach stiDmt in der Zeiteinheit durch die inoeie Flache die Wlrme- 






AiJtJv—r-, durch die entgegengesetzte: 
eot^J^Aip/iti'-T- 1, 80 dais im Element Obrig bleibt: + k 



M9 /i<p ^v^\f'j^yi 



I die Temperatur nicht gelndert irird , 



<"P> 



I diese übrig bleibende Wllime = 



d. h. veil alle QrOssen uuendlicb klein aeyn 01 
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72 Wlimebew^Diig In einer KiigAL 

b, 6, b. 

T,=»,+-^. T, = »,+-*■ T. =».+—. 

Da hier g- (§. 75, XI, XK) = — ~|, «o hat mau zur Beatimniuiig der2nKoD- 
Staaten a,, b, , . . . , a,. b., die foljfendeii Gleiohungea: 

a) wenn die Wärme tod Innen nach Aussen geht, also tg die Temperatur auf 
der bahleu Seite der ersten Sohiohte, t| aut der erhabenen der letzten , 1« der £in- 
strahluogskoeffizient bei der ersten, A. der Ausstrahlungskoeffizient bei der 
letzten ist: 

^^-iC,. . ''■^ ^■'^-W. -^"^ ,> k.b._k,b, k,b,_k,b, 
-pj- — *ol <» — »1 — —J, "^~i" "*■''■"'" 7 'iJ' "7I" — ~i~^' "7^" — "^T '■•••• 

Hieraus folgt: 
k.b.= 



»0- 1. , 






Die durch die Einheit der Fläche in der Zeiteinheit in die erste Schichte ein* 
k, b, 
stromende Wännemenge ist gleich — r ■ 



^(■•10^ 



;i(<>) = 0. 



Wir haben dabei auf die Wfame, velohe durch die Qbrigen SeUenSKehsn in das Element 
einstrSmen kOnnte, nicbt ROckucht genommen, da dort die entgegengeMtiten FlKohen gleiche 
Temperatur haben, also keine WarmestrOnitmg stattfindet. 

Die QrBnibedingnngen sind, da» an der inaereD nod Kauern Wandung; die QtOise 
— k.i' eotij, /iifi ^^ — gleich sey der in der Zeiteinheit darchstrOmenden W&rmemenge. 
welche auch durch yti' eoiip Ai\i /iip gegeben ist, to t der Temperatomntencbied. Ferner 
dasi — kr'eorip Jifi J9 — dasselbe an der GrSnie xveier Schichten, und auch gleich At r' 
eoi^dili Jgt sey, wo wieder t der TempetatonitilerBchied. 

[:.,qn..anyG00C^lc 



GleiohluigeD, die lioh n&eli Art homogeDw QlelchDngen bebandela lauen. 7 3 

b) weoD die Wärme tod Aussen noch Innen geht, ao g'ilt dieselbe Auflösung, 
nur muss inaD d&nn die S«hiob(ea Von Auasen nach Innen zählen ; t« als die Teihpe- 
ralor auf der erhabenen S^ite der enten, (, ab die auf der hohlen Seite der letzten 
Schichte ansehen. 

Hon lieht aus Nr. 9 und 10, dass in beiden Ffillen die duroh die Fläoheneioheit 
in der Zeiteinheit strömende Wijmemeng« der Temperaturdiff^renz fg — t, propor- 
tional ist. 

§.106. 

Gleichungen, die sich nach Art homogeasr GleichoDgan behandgln laisen. 

I. Sieht man y, ^, ^4, ^p, ... an als GrÖBsen von der Ordnung 1, 
0, — I, — 2, ..., so nennen wir eine DifferenUalgleicbang höherer Ordonng 
homogen, wenn alle ihre einzelnen Glieder denselben Grad haben. Setzt 
man also 



80 wird in allen Gliedern dieselbe Potenz von z aasgeschieden werden kOnoen, 
und die bleibende Grösse kein x mehr entbalten. 

Eine (solche) homogene Oleichnog der zweiten Ordnung kann dadurch 
hnmer auf eine der ersten Ordnung zurückgeführt werden. Durch die ange- 
gebene Einsetzung erhält man eine Gleichung- zwischen z, u, v, aus der eine 
dieser GrQssen durch die zwei andern gefunden wird, während 



Vermittelst dieser Beziehungen wird man immer eine Differentialgleichung 
zwischen a und z, oder v and z, oder a und v herstellen können, wozu fol- 
gende Formeln dienen : 



{«) r = ,(u..)-^ = — .. X;=- = T, - = _-(!. 21); _ 



W n = »(T,; 



1* ^— _l!-i._I_. 



Kann man -diese Gleichung integriren/so hat man eine weitere Be- 
ziehuag zwischen u, v, z, and mittelst derselben lässt sich j durch z aus- 
drücken. So wenn etwa u und v in z ausgedrückt sind, gibt xg- = u— zdie 
Gleichung zwischen z and z; y = xz die zwischen y und z, n. b.'W. 

gibt ■ j_ 
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welche Gleichung nach §. 92, 1 integrirt, gibt: 

, Ce'+» 

setzt m&D hier e =ip, «^4/(0'), ^— =^ — , bo i»t: 






;!(• )-l<C. +.), 





I(e >-i(Ce' + ») = I(x) + C', j_ 

Ce' + » 


■ • -x' 




SO das* die IntegralgUiehimg i«t 










e" = C..(Ce" + »).e" = 


;.."+c,.i, .• 


C, ax 
1 — C»' 




2) 


-4:-- 


^. [™h»l. 






gibt 

f=Q+T 


!?--£• ^--- 


■•!:=-'-' 


= -2, F = -2 


n + Ci 


d\y_ 


— -/Ä-Zt« 


-,iLV2.-c]=- 


-fW+C'.V?^ 


lc=ä 




"-Ä-l<"-. 


(Qr C,' geietit wncde); 






.=.+,=0-. 


2 2i'^» 








'=-ä-*' 


odery=Cz+^ 







II. Wird die Differentialgleichung zweiter Ordnnng erst homogen, wenn 
inany,g|, ^p als vom n™, (n— 1)'*°, (n — 2)'" Grade ansieht, so setze 
man 

und erhält eine Gleichnng zwischen z, u, v. Dann ist 
d. li. 
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rorans 


aoch 


a.; 


■ dl B 


dt 


da 

/dl** 




(n-l)Q. 




rfu Y- 


n-l)n ■ 




3) 






--B-'r.-' 


xyj| + 4y- 


Oi 






= x'. 


ex"~ 


8i* 


=,,,— 2..+4 


•=0, »=0+2 


.n-4.' 


'- 


u=2.(u~2.)i 




8i_ 


7^ 


^^.~.>- 


= u + C, E' = n 


+ C. 










:2l 

B 


2z »' C 


-C). 

r 'e. 


, /■ 


BT 





■§. 106. 
Beb&ndlaag Umlicher Falle. 

I. Ist die vocgelegte Gleicbnng so beBchaffen, dass y auafSIlt, wean 
man 

setzt, 80 erhält man eine Gleichung zwischen s, q, v nnd da 

8t 8a , en , 8a 

-''B^+'e^=''^'''-''-''^+'e^ = '''-"^n='- ■ 

so wird man eine Gleichung zwiBchen n und x finden können, aas der dann 
die zwiEchen y und z folgen wird. 



1) 






'0=4' 



8i ft ' /o~(a + b)n' a 

iW-![i-(.+ b).] = i+C, ,_(.V|,)„ =C.V.: 



H-{»+b)Ce' 



'. ^. l(3) = cf ''^' ^ + C 

.)Ce' H-(»+b)Ce' 

■(- C, y = C, [I + (H- b)C b"- ] ■+*. 

IL Die Einfährang nener Veränderlichen statt x nndy, die in irgend 
welcher Weise mit diesen Grössen zDsammenhängen , wird eben so \a man- 
chen Fällen entweder die Gleichang auf eine niedrigere Ordnung, od%r aber 
auf eine andere znrlickführen, die leichter zu integriren ist. Als Beispiele 
mOgen die folgenden dienen. 

By Bq e'y i'8i>'\' .8'n 

Man setze y ^ o" , g— = e" g- I s^==^Ib;I *^ 61"' '" Torge- 

leg^ Gleichung; 

Bn 
also wenn manä~^=T setzt; 

T^ + T' + ft' = 0. 2v^ + 2T' + 2a' = 0(8-92.n, Y=t'): 

,. = e-'/-[„_2.'y;*/». B.] = ce— -.'. |^=Kc.«-'-a*. 

n=yVc.— -a-8x=-V«»-*-a' + a»r.(<y = ^'='7-" -^ + C'. 

I(j) = -^c.-'--a' + aa«((j, = fe:^Ü=:^^ + C.. 

■ ^* 81'-'^ ' Kjix) 

Man setre y = x"s, r^ = x"-'t, g-^ = x''-'u, an ist (§. 105. 11) 



" In anderer Form ; 

dyd'y + {dy)'<Ji — — (dy)' + »'y'{<*i)' = 0.' 

wo Htm alle Oliedec nuendUch' klein der dritten Ordnung lind (g. 75, I, Rot« la g. 103, 1). 
Di« DifferentialgleicbaDg gibt t\io die VerhUtnisae dieser unendlich kleinen GrOasen gegen 
einander an. Dus nur nnendlich kleine -OtHssen denelben Y)rdnang Torkoninien kQnnen, itt 

aui %. 76 sofort klar. 
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und also, wenn a «o bestimmt wird, dass m + ria + ra — r— « + 2^0, «^ 



xii-»n = (a — l)i«-*t + X«-'^, Q = (a — l)t-tx^. i^ = a— (n - l)t i 

hieraus durob DiTision : 

-- ''~.-7."' ="''''i~tr"'- (— ")^="-''-(— «'• 

welche Gleichung erster Ordnung Ewischen t und s tu uitegrir€u ist. Hat man dann 
t als Funktion Ton s, so ergibt ig- = t — as die Gleichung zwischen x und a, und 
dann 7 = x" 8 die zwischen 7 und x. Die obige AuflOsuDg ist unzulAsiig, wenn 
n-l-r ^ 1 ist, da dann c:= 00 würde. In diesem Falle setze man: 

^^jT, — ^^ y», also yw = ai"y''y'T' = ai"yT', *;=ax°'T'. 



welche Gleichung den Zusammenhang zwischen t und x, und dann g^ — 7 ^ '^'' 
sehen 7 und x gibt. 

Für r=l undm= — 1 hätte man etwa « = 0, wenn nicht n = 0; alsdann 
wäre also 



1-Ci y= 



§.107. 
Die lineare DiO^rentialgleiohung n*" Ordntmg. 
I. Die Gleicbang 

-in der Po, P,,...,'P„X weder y noch die Differentialqnotientea von ycDt- 
hälten. heisst eine lineare Differentialgleichung der n"" Ordnung. 
Man sagt, sie habe einen zweiten Theil, wenn X nicht Nall ist; im' andern 
Falle hat die Gleichung keinen zweiten Theil. Den letzteren Fall nun. als 
den einfacheren, wollen wir zunächst annehmeü, d. h. voraasMtzen, man habe 
die Gleichung 



. Goc^ic 



Mmi kennt einm Vwth, veMiM d«T I>ilbr«iittat|^cbiiDg 



..!:^. 



^-P„_,^ + P„y = 0." (b) 



Gesetzt hdq < yi > 7i > • ■ ■ > 7[ seyen bekannte Fucktionea voa x so be- 
schaffen , dass sie für y gesetzt der GleichnDg (b) geoagen , so wird dieser 
Gleichnog »uch durch den Werth 

y = Cirt + C,y, + ..,. + C,y, (c) 

Genfige geschehen, wennC, ,..., C, wilikiirliche Konstanten sind. Denn 
da jj y, der Gleichung (b) genügen, so hat man 



Mnltipliziit man diese Gleichungen bezüglich mit C^ , C, , . . ^ , C„ addirt 
sie und beachtet, dass aus (c) folgt 

■ ^=c ilt + ...+c,^ 51l.=c ^'T' I ... I c,°°^' . 

Gl @i &z &i° -Gl" 61" 

80 eFh&lt man die Gleicbang (b) , der also auch durch den Werth (c) Ge- 

nSge geleistet wird. Daraus folgt, dass wenn man nFunktionen y^, yj,.--, 

y^, die sämmtlicb von einander verschieden sind, kennt, welche für ; gesetzt 

der (b) genügen, das allgemeine Integral von (b) seyn werde: 

I = C, y. + C, y, + . . . + C, y, . (d) 

II. Kennt man nur einen Wertb y, , der (b) genügt, so iäast sich diese 

Gleichung auf eine der (n — I)"" Ordnung erniedrigen. Denn man setze 

wo y eine noch unbekannte Funktion von x irt, so ist (§. 18'): 



W' 



• In anderer Form (Note in J. 103, I) helut diete GIsiuhDaK anoh : 
P,<Py + P,(p-'yrfi + P,rf— »r(dx)' + ... + P^,dy(di)°-'+P.y(«Ii)-^0, 
wo nnn die sSmmtlichen Glieder onendlLeb Upin der n'" Ordnong lind (ä. 76, 1). Dia OleichnnK 
0>) gibt Biso du VerhUtniM dieaer QrOsiflQ gegen einuider an. UnendUch Kleine höherer 
Ordnung kOnnen in ihr nicht zagleieh »orkommen, da sie neben denen n*" Ordnong Ter- 
lohviaden würden. — Die (b) »Bro hiernach die GrllDEgleiehang von 

P^,J■T^-P,,*-'yJl + .,^.p^, Jy(^,).^+p„y(^j,). = 

mit abnehmendem 4x {%. 56, II). 



Goo^^lc . 



genügt, and MDied(%t dieaalba nm eine Ordnnng. 79 

also, weQD man diess in (b) einsetzt: 

wo Qi , . . . , Q„ bekannte Punktionen von x sind. Da der Koeffizient von 
igidi Nnll ist, indem y, der (b) genagt, so hat man also zar Bestimmniig 
von tp eine Gleichnng der (n — l)*" Ordnung. 

HI. Kennt man zwei Werthe ji , yi , die der (b) genügen, scf kann man 
(b) nm zwei Ordnungen emiedrigeo. Denn setzt man zuerst wieder y=y[ X 
lif 9x, so erhält man zur Bestimmung von ^ wieder die so eben erhaltene 
Gleichung der (u — 1)"° Ordnung; da aber auch j^ der Qleichnng genügt, 
so gibt es also einen Werth y so, dass y, = y^ l ip Bx, y = ä~ (~) '^t- 
Da man hiernach einen Werth von 9 kennt, so kann man, indem man 
y = y, /i/zSs setzt, wo 9, ^j—f— ), die so eben erhaltene Gleichung 
nochmals nm.eine Einheit erniedrigen. * 

IV. KenutmanüberhauptrWerthey,, y,, ..., y,, welche der Gleichung 
(b) genügen, so kann man dieselbe anf eine Differentialgleichung der n— r*" 
Ordnung zurfickfiihren , wenn man nach folgender Debersicht verfahrt: 

-'./'—. =rX7> '='■/<"- =r.(^).- '■=-/«•- 



• Geoftgt y, dH (b), u gtnflgt y, /»> 8 1. denglben Gleiehnng , wenn 9 kos Q, g^^n 
+ . ■ . + Qb t> ^ beBlimmt ist. Cmgekehit, wenn 9 to beatimmt «Erd, dui 7i / 9 6 i der 
(b) gflnf^, »0 «ird v dei «bm aogegebenen GleichoDg genügen mOuea. Denn «etxt man 
y, /^ 8x in <b) ein, ao erhllt mtui nnmittelbu die Oleicbnng in 9. — Genügt nun y, der (b) 
imdniaBMttt»=g-(^\ «o irird y, /«iBx dar (b) genflgen, also^^^^^J der Glel- 

[:,5n.eaoyGoO(^.le 



V. FüT den speziellen Fall eiaer Gleichuis zweiter Ordaang ist 
80 dasB die GleicEuDg P, g^ + P, ^ + P, y = wird j 

((») + 2((y,)+y-^ = ((C). • = ^» "^ '* . 

7= [C /-^ •' '• ex+C.]y. = C,y.+Cy./-^ •"' 81. » (e) 

VI. Ei ftilgt tiieiaiu Bvoh leinht , dui die iDtegraJglelchang toq (b) nothwendig die 
Form (d) lubeD mnu. — Denn ei genüge ibr y, , ao ganügt ihr nothirendig RDcb Ji f 9 Bx.wo 
fi dnroh eine lintare Differentialgleiebimg n — l*" Ordnong bMÜmint »t, welche die Foim dei - 

(h) «ied«r hat. Setit man alao y, / jiBx = r„»ogBnügtd8r(b)nolhwBndigMchB, y, + e,yj. 

— DaniDs folgt, dua Jeder linearen Differentialgleichnng n"' Ordnung DDtbvendtg die Fonn 
0, y, + Ci y, genagt. — Der Qletohang in 9 genQgt Jedenfalli ein Werth für 9, der 7, beiamn 
mag; da aie linear ist, so genügt ihr aleo anch die Form C, ip^ + C, 91, , mitbin der (b) die 

Qrflue /[C,^+Ci»t]Bi = C,T, + C,y,, w dau ihr jetit c^y, +c,y, + o,y, genOgt. 

Ein» solche Form genügt alio nolhvendig jeder linearen Differentialglsichimg, al«o auch der 
in V t a. s. w. 

Da man für jeden einielnen Werth, weliAer der (b) genügt, die Differentialglsichnng nm 
eine Ordnung erniedrigen kann, lo iit et nnmOglicb, dasa mehr als n rencbicdene Werlhe 
ihr gsnflgen. Jede Funktion also, irelehe. der (b) genügt, macs die Form der ärOsifl y in 
(d) haben. (Verschieden sind die Werthe, wenn sie nicht linear zasainmeiibttngen.) 

■wird befriedigt fSr y = x, so das« also y, =3£, ?, = !, P, = , /^8x = 

— l(Ti), also 

y=cn-C'i/p-ei = ci + c'ii(i). 



* Vergleiche, alt biebeT gebCiig, den Sati im „Anhang" anter V, S Sofahin. 

Goo'^lc 



Liaeue OleicbnDg mit komUmteD KoeffliienteD. 



wird befiriedigt für y = x, also t^ita maoj — x/^Sxt g- = /q5Bi-t-x$, g— ,= 
29) + ig^, gp = 3g^+ig^i, ucd erhält 

also 

y=Ci" + C'x* + C"j(8. 109). 

3) x'(Ux)-l]J^-x|| + y = 

wird ebenfalls befriedigt für 7=x, also d* P|,=x'[i(i) — I], P,= — ^,/^& 



-/ 



iW-1 , 



= Ci + C'i(i). 



Wie wir nacliher sehen werden, genfigt es, dieGleicbung (b) mtegriren 
zu köaaen, nm in allen Fällen dag allgemeine lotegral der Gleict^nng (a) zd 
finden, bo dass wir uns nun die Aufgabe vorlegen wollen, die Gleichnng (b) 
Id einigen beeonderea Fällen zn integriren, da eine allgemeine Integration 
derselben noch nnbekaont' ist. Diese besonderen Fälle betreffen natürlich 
den Bau der Koeffizienten Pg , P^ , . . . , P», dessen Beschaffenheit die Aufgabe 
mehr oder minder schwierig machen wird. . 

§. 108. 

Lineare Gleichung mit koQstaotei] Koeffizienten. 

^ J)er erste Hauptfall, den wir betrachten wollen, ist der, da P^ , . . . , P. 
konstant sind, man also die Gleichung 



hat, in der A, , A, , . . . , A. (reelle) Konstanten sind. Setzt man hier y = 
e'', also ^ = me"',^ = m*e"", ..., 5^ = m''e"", so wird die Gleichung 

(Ozu 

e""[Aom"+A, m—' + ..: + Ä.-im + A.] = 0. ■ 

Bestimmt man also m so , dass die Gleichung 

A„ni- + A, m— 1 + . . . + A„-L »4- Ä„ = (g) 

richtig ist, so genügt y = e°" der Gleichung (f). Die Gleichung (g) wird , 
im Allgemeinen nun mehrere Werthe vor m liefern, so dasa also auch 
mehrere Werthe von y gefunden sind, die der Gleichung (f) genügen. In 
dieser Beziehung müssen wir folgende Fälle unterscheiden. ' 

Di«MB»ir, DiB*MB*liil-ii.li«ei«l-IUeliniiie. U, » Ann. I P .CjOOQIc 



gJJ ' UiMat« Olaldiiuig mit koniturt«D Kaeffiilentcn. 

Tenchiedene Wärieln. 

I. Die Gleicbang (g) gebe fiir m Uuter reelle vod einander verBchiedene 
WerÜie, die alsdaDii der Anzahl nach n seyn werden. Sind m,, m,,..., in, 
diese Wertbe, so ist gemäss §. 1 07 das allgemeine Integral der Gleichung (f) : 

. y = C.a-.' + C,«'N- + ...C,e"=", (h) 

II. Die Gleichnng (g) habe zwar tanter verschiedene Wurzeln, seyen 
jedoch darunter auch imaginäre. Ist also etwa m, = cc + ^ i, so gibt es be- 
kanntlich noch eine zweite Wurzel m, =a — j!i; in diesem Falle nan ist 

C,e-."4-C,e-"' = C,e<«+fl'i' + C,e"'-?"' = e""[CieCi' + C, «-(»"] = 
t'"[C^to,(ßx)-hiC^rin(fix)] + C,[co,(fi%)-iC,*in<ßj)J (§.54. IT) = 

Und da C, + C, , i (Ci — C,) eben auch Konstanten siod , die wir kurzweg 
mit Gl, C, bezeichnen wollen, so folgt darans, dass man in (h) die zwei 
Glieder, welche zn m, ^=a + ß\, m^ =a — ^i gehören, ersetzen mnss durch 
[C(C(m(^s) + C, «n((?x)]e"". Dass man in ganz ähnlicher Weise für zwei 
andere imaginäre Wurzeln zu verfahren habe, versteht sich von selbst 

Gleiobe WursId. 

ni. Die Gleichung (g) hat zwar lauter reelle Wurzeln, sie sind aber 
nicht alle von einander verschieden. Wir wollen einmal voraussetzen, es sey 
mi = mj, sonst keine Würze! diesen gleich, in welchem Falle die zwei Glie- 
der C, e"'" + C, e""" in Wahrheit bloss das eine (Ci + C,) e"'' bilden würden, 
so dass in (h) bloss n — 1 willkflrtiche Konstanten vorkommen würden, man 
alsa das allgemeine Integral nicht gefanden hätte. Setzen wir aber zunächst 
mj = m, + « vorans, so sind die zwei betreffenden Glieder in (h): 

C, e'-.' + Cie' ■-+»'' = e"i" IC, + C,e«-] = e-.'[C,+C, + C,»i + C,^-+ .] 

(§. 54), so dass, wenn man C, + C, = Ä, C, 6 —B setzt, der Gleichnng (f) 
ganz gewiss darch 

e-.'[A + B. + ^V~^ + ....| 0) 

fBr y genügt wird, wenn nur e die Differenz der zwei Wurzeln m, und m, 
ist, wobei dann A und B die Konstanten sind. Wie gesagt, die Form (i) 
genügt sicher der Gleichung (f), voransgesetzt, dassm=:mi nndm~m, 
+ e der Gleichnng (g) genügen. Lässt'man hier e abnehmen, so bleibt die 
Behauptung immer in Kraft, und wenn s unbegränzt gegen Null geht, so 
folgt daraus, dass falls m, zweimal Wurzel der Gleichung (g) ist, der Glei- 
chung (f) Genüge geschieht durch e°*« ' (A -!- B x) , welche Grösse in (h) an 
Stelle der Summe 0,6""" + C, e"' ' (nii = ra, ) tritt. 

Gesetzt nun, die drei Wurzel m, , m, , m, seyen gleich, weiter aber 
keine diesen gleich, so würden in (h) die drei Glieder C, e"*' + Cj e"»' + 
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C, e"«" ßich in ein einziges zasammeoziehen. Wie -60 eben wird onn aber 
gezeigt, dassan^die Stelle der zwei ersten tritt e"-' (A4- Bx), so dass also 
wenn zuerst m, = m, + e, die Gleichung (f) befriedigt ist durch 

«'■.•[Ä^Bi-t-C,Be'] = e".-lA + Bn-C, + C.BH-^^^'+-'i^'+ 1 " 

2 2.3 ^ -J' 

wenn ro, =in, , m, ::=m, +«. Setzt man aberA + C. = M, B+C, fl=N 
-^ = L, so weiss man also, dass der Gleichnng (f) genügt wird durch 

Lässt man hier wieder s unendlich abnehmen , so folgt darans , dass 
wenn m, dreimal Wurzel von (g) ist, ah die Stelle von C, e'^' + C e'^'H- 
C,e-«'in (h) tritt «"-'[M + Nx + Lx'J.woM, N, L Konstanten sind. 
Wie man hier weiter gehen kann, ist klar, so dass wenn m^ rmal Wurzel 
von (g) ist, aber nicht mehrmal, dann an die Stelle der in eines zusammen- 
gehenden Glieder in (h) zu setzen ist 

e". ■ [C, + C, I + c, ,' + ... . c, 1'-']. 
Die»ff Art des BeweiEes baC immerhiD etwae AostflEsiges und »ir haben sie nur wegen 
der- Leichtigkeit, mit der die Form des Integrals sich findet, beibehalten, um zorvollen 
6ewi«5h8it in geiaDgen, rnnss man In jiolehen Fallen immer tbatUchlieh 
zeigen, dasa der gefuDdene Werth der Difterentialgleichnng genügt. Die» 
gSEcbieht in foigeoder Weise. 

Hat die (g) die rgleichen Wurzeln m, = m, = ... = m,, so muss, wenn wir die erste 
Seite der G)eicbang(g) mit f(m> bezeichnen, bekanntlich für ni = iD, eeyn: 
f(m) = 0, f(m) = 0, r(m) = i—(m) = 0.o 

Wir wollen nDQ zeigen , dais e'°i'i'' a^ich der (f) genDgt, v 
Ueiner alii iat. Settt man in (f) y =re°"zO (^obei »ii für m n: 
nach %. ]8' und ordnet, eo wird die erste Seite' von (f): . 

e"'[A„m' + A,m— 1 + +A„] + e"' ["YAom— ' +il^A,m°-' 



• Eine algebraische Gleichung f(D]) = bat die rgreichea Warzeln m,, wenn f (m) »ich 
dareh (m — m,)' difidiren lasEt. Aber es ist (S. GS, weim a-t-b^m. a=:m,); 

+ '"~"''' '''°'''-^"-+ '°i~°f' **'"■'• 

die Ontswn f<iB,), r(iDi), 
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Dft aber, wegen a<r, fOt Di = m, die GrCsaen r(iii). f(m), .... f''(iii> NdU sind, so 
iil alio die (t) «rfBlIi. wenn y^i"e"i". Dsmaach genOgen ihr; a""', le^', x'e^', 
. . . , x''* «°^ * , wotRO* dann nach g. 107, 1 leicht folgt, daü iltr auch 

e^ ■ [C, + C, 1 + C, x'+ . . -t- C, I— '] 
genügt. 

IV. Die Gleichung (g) hat auch imagioäie gleiche Wurzeln. Id diesem 
Falls tritt offenbar dag Verfahren vod III ganz wieder ein. Ist also a + ßi 
rmal Wurzel von (g), mithin auch a — jSi rinal Wurzel, so kommen in (g) 
die Glieder vor: 

e(«*?'i' [C, + C, I + .... + C, i-^f] + e lo-i»!) ■ [CV+ C, 1 + ... 4- C, i—'] 
= e«'[(C, + C',)«<wiJx-M(C,— C',)ri«,»H-x(C, +C,)eo.)»» + ii(C,— C',)»M.jJi+ 

-hx'-'(Cr + C',)eo,ßi + i i—' (C, -C\)»mßi], 

d. h. jetzt hat man die 2 r Glieder zu ersetzen durch : 
B<"[C, + C,x + C,»'+... + C,»'-']e<.*(^i) + B«'[C',+C',i4-..+C',x'-']»« (/»»). 
Wie man bei einer Verbindung mehrerer dieser Fälle verfahren musg, 
ist wohl klar. 
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-14iD' + e4iii — 96 = 0, m = 
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g + M = O..>0. 
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obvGooqIc 



demnach sind die t 



=^0; m = Y-~n=—Va.y-l = yii e • , r=0, 1,2,3 ($.8.11). 
T Wurzeln dieser Gleichung ; 









5) 



-U>a^jp + 5a'^ — a' = 0, 
n — a» = 0. (m — »)' = 0i m = a 



"(C, +C,i-t-CjS'+C,i' 

-4^1 + 1*1^ 



- + 2Sy = 0i 

m» — 4ra' + 14oi' — 20in + 25 = 0; {m' — 2ni + 6)' = 0, 
also sind die rier Wurzeln; 1 +2 i, jede doppelt, eo doBS 

y = e"(';, + o,i)eo»2i + e'(cg+c«i)«n2i. . 
7) Man solleine Funktion f(x) beatinimen, welche die in der Gleichuni^ 
f{i + y)H-f(«-y) = f(i)f{r) W 

an*cesproobene Ei^nsehaä habe. * 



Fiff.sr. 



* Hau gelangt zu dieier Gleichang bsi folgendet Cutersachimg. 

Seyen iwei gleiche Kräfte R unter einem bestimmten Winkel 2 1 gegen einander geneigt, 
■ nehmtn Tiran, dtsi Ibri Hittelkr&lt S den Winket 2 1 halbirt, also den Winkel i mit 
Jeder der KrUte B mache. Diese Mittelkraft (ReniltiTende) ist Jeden- 
hUs eine Fnnktion Ton R aaä z, go dass wir lie =r F (R, i) setzen 
können. Nnn aber iat klar, das« wenn bei ungeOndertem i die KrUte R 
rieh rerdoppeln, Terdreifachen u. ». «.', diess ancb mit S der Fall ist. 
Daran* folgt, das» 

r{nE,») = nF(B,i). 
Die F(Il,i) ist also so beschaffen, dass 
r{ay,b) = yF(a.b). 
Dnreb Differeoiintng nach y zieht man bieraaa (wenn ay ^ z): 
8'F(.,b)_ 



= 0. - 



!! = 0, 



Han dilferenzire diese Gleichung zwei Hai naoh x nod y, so zieht mau daraus: 

r'(i + r) + r'(i-y)=Ky)t"(i), r(i + jH-r'(x-y) = f(i)r(y), 



f(r)r(i)=f(i).r(y).d.h. 



I 8'f(i)^ 1 8'ffr> 
f(x) Bi' f(r) By' ■ 



Id dieser Gleiclinog^ enthält die erst« Seile kein j, die zweite kein x ; da aber s 
und 7 unabhängig von einander sind , so kano dieselbe nur bestehen, veno jede 
Seite dieselbe Konstante ist. Demnaofa 

-T— i- = af(i), a konstant nach I (nnd y). 
BierauB folgt nach Nr. 1 : ' - 

.fW = Ae*^ + Be-*^', <.d«f(i) = AeM(xf~a) + B««(xl^=i). 
Je ob a^O jider a<, 0. Wir wollen Letzteres Torautsetzen und a^ — a' an- 
nehmen, so ist 

f(i> = Aeoj«i + BsfBax. 

welche Gleichung nun die Funktion f (i) bestimmt. Setzt man diesen Werth in die 
(k) ein, so ergibt sich 

AM«B(x + y) + B«na(H-y) + Aeo»<r(i-j> + Bima(x-y) 
= (Aeo.«x-i-Bi(nax)<AeMoy + Brinay), 
d. b. 

__ ZAtoiaieolay + 2Btmaieo>ay — A'eataicetay-t-ABlinaxet>taj 
+ A B f 0« a 1 (in a y + B ' lih s I nn (t y. 

Diese Gleichung muss tilr alle x und y richtig seyn. Setzt man also etwa x^j=::0, 
so ergibt sich : 

2A=:A*, d.h. Ä = 0oder = 2. 
Für A = wäre 

2Biinaxeotaj = B'nnaxiinaj, 



Demnach(§. 103, I): 

P(i.b) = Az + B, 
wo A nnil B Konstanten. FiirR = Oist aber auch S=±:0, d. h. es ist F(0, b)=0. Abe( 
F (0, b) = B, SD dSEi B = und F (H, b) = AR, wo A nnabblogig »on B, also bloss Funktion 
von I seyn kann. Demnach ist. 

S = Hf(i). („) 

Wasf(i) anbelangt, so ist türi = notbwendig S = 2R. sl8of(0) = 2; föri = -|- 

»ind die beiden Kräfte R entgegengesetzt gerichtet , also S = 0, sodass f(-^~) = 0. Wird« 

in n, ao bat S abermals den Werth 2R n. g. w. — Om nnn f (x) zu bestimmen , denken wir 
uns Tier gleiche Kräfte Q, von denen je iwei mit einer Kraft R gleiche Winkel y marfieB 
und so beschaffen, dass R die Mittelkraft iit, d.h. so daii R = Qf(y). Diener KrafU Q 
eraetien die zwei B; die Mittelkraft denelben mus« also gleich S seyn. Die Mittelkraft der 
■wei «Dtsersten Kräfte Q ie% nach (a) gleich Q r(i 4- y) , der zwei Innern gleich Q f (i — y) ; 
beide sind nach S gerichtet, so dass S = Q f (i + y) -t-'Qf {i — y) und da S = BfW 
- Qf(y)t(i), «0 erhWt mar. die Gleichung (k) des Tsitos, 



GlwchiiDB Uli den KD«fflii«iit«D A (» + b iy. 8 7 

%u aUgeneiii onr fOr B = zulfttsi^iatj da aber Ä und B uicbt beide Null m;ii 
werdaD,' so i(t also A = 2. Dann hat man 

2Btinaxeotttj=:2Btirsaitoiaj + 2Beotainnaj-\-'B'»MaxtiHaj, 
woraui für 3 = 0; 

= 2B<moy, d. h. B = 0. 
Deitmacb hat man 

fW = 2c<««i. (k'J 

weldie Funktion der (k) Tollkoinmea genQgt. * 



~ Olalcbang mit den Eoefflzientea A (a -1- b i)^. 
AU zweiter Fall sey die GleicbuDg 

Äo(a+bi)-^ + A.(a-|-b.)-'5r^ + ... + Ä,_,{a+.bi)|^4-A,T = (K) 
vorgelegt, worin a, b, A, , A , , . , . A. Konstanten sind. Man setze 

j = (H-bi)', il= rb(a4-bx)'-', g = r{r- l)b'{a+ bi)-" 

J^ = t(r-l>...(r-n + l)b-'(a + bi)— , 

SO wird die GleichnDg (K) zu 

(a + bj)'£Aab"r(r-l)...{r — 114-1) + A,b'-'r(r—l)...(c — n + 2) + 

+ AB_ibr + A.]=0, 
SO dass also, wenn r ein Werth ist so begcha£Fen, dass 



* Pllr den in der Torigen Note betracbtateo Fall mais f (0) = 2 raja, «u lieb aaeb aui 
(k-) ergibt. Debrigens folgt ani (t) für i = y = 0: 2f(0) = f(0)', abo f(0) = 2. För 
X ;= — mnia aber f (i) = seyn, so dass 2coia — ^0, eoi a — =; , und mithin o ^ 1 
oder 3 , 5 , - . . , allgemein a ^ 2 n + i , wo n eine ganze Zabl. Man hat alio t (x) 
= 2coj(2 n+1) X. Dieaa Grosse ist Übrigem aoch Null, wenn (2 n+l) i = — . x= * , 

El wir« also die Mittelkraft Null, wenn die iwei Erlfte den Winkel - — — r machen , wai 

lucht der Fall seyn kann, da »ie nur NolllBt, «eun Jener Winkel = ». Daraiu fo^, da« 
n = , d. h. daiB 

S=2Ut<yix. 
HIenuu leitet sieh dann leiebt das Parallelogramm der KrtA« ab. 

WoDte man die Form Ae^' + Be""* tulaMien (wo a pasitlT = o';, so finde «leb, wann 
man in (k) einsetzt u&d 1 = macht: e"' + e~"' = Äe"'' + Be"<". wa« bei belieblg;em 
y nnr fOr A =B^ 1 inltssig i«t, so dau f (x) = e<" + e'"', welebe Foim der (k) ebenbll« 

genQgt. Für a = -g- ist dieai ab«r nicht 0, da e"', e-»" immer pojriäT lind. Damnaoh 

kann niebt a positlT leyn. was unsere Annahme rechtfertigt. 



gg Olsldumgialt den EoeflUMtcn A(* + bi>~. 

A,h'r(r-l)...(r->i+l)-t-A.l."-'t(r-l)...(r-i.-l-2) + ... + A,„,hr + A, = 0. {I| 
der Werth (a + bx)' fQr y der Gleichniig (K) genflgeH wird. Da die Glei- 
cfanng (1) in Be^Dg auf r ?om n"* Grade ist, so gibt sie im Allgemeinen n 
Werthe von r und mao vird, vie in §. 108 folgende Fälle nnterecheiden 



I. Die n Werthe von r, die ans (I) folgen, sind alle reell und verschie- 
den': sie seyen r, r,. Alsdann ist (§. 107) 

y = C,<a-l-bi)'. + C,(a + bx)'. +...4-C.(» + bj<)'.. (m) 

II. Die Werthe seyen wohl verschieden, jedoch nicht alle reell. Sey 
also etwa r, = « + (? i , r, = « — ^ i , so ist in (m) : 

C»(« + bi)i-l-C,(a-t-b»)'. = C,B("+S'"(«+»') + c, 8'''-flii'(.+"l = e«H.i-i.-] 

[C,el"'i»+"' + Cje-fli"»+"'] = (» + bi)«[(C, + C,)<>o» [^I(»4-hx)] 

+ i(C.-C.)fi«j^I(. + bi)|. 

Bo daas also in diesem Falle an die Stelle von Ci (a+bx)" + C, (a+ bx)"« 

tritt : 

(a + bi)a je, e»>[^/(« + bi)] + C,tm[|SI(ft + bi;]j, 

u. s. w. bei mehreren imaginären Wurzeln. 

III. Die Wurzeln der Gleichung (1) sind wohl reell, aber nicht ungleich. 
Sey znerst wieder r^ = r, -I- e, so ist 

C,(ft + b»)'i4-C,(a+bi)'t = (a + bi)'.[Cj-J-C,(a-l-bi)«] = (» + bi)'i[C,+ C,eeM-+b.]] 



woraus wie in §. 108 folgt, dassjetzt die Summe C| (a + bx)" -)-C, (a+ bi}'* 
zn ersetzen ist,dnrch 

(a 4- bi)'i [C, + Cj i{a + b i)]. 

Ist allgemein ri=;rj = ...=r„, so ist C, (a+bx)" + .. + C„(a + bx)'» 
za ersetzen durch 

(a+bi)r,(C,-i-C,i(a+bi) + C, |i(a+bi)j'-i-... + C„|i{a+bi)j— ']. 

IV. Sind endlich gleiche imaginäre Wurzeln in (l), kommt also etwa 
die Warzel a + ßi mmal, also auch « — ^i mmal vor, so hat man die be- 
treffenden Glieder in (m) zu ersetzen durch 

(»+bi)«[C. + C,Ua+b») + .,. + C.jl(a + bi)j— 'JeMf^Ua + bi)] 

+ (H-bi)«[C',-l-C',i(a-i-bi)+...+CviM» + b»)j— ']«*»li»i(»+bi)]. • 



irtma»mdMQl9lohnng(K)I(a-t-b») = u, a -I- b i = e". so ist p^be""!^, 
l öTi ~ öT I "■ »■ *■ 1 *o da» alsdann die Glelcbaog ganaa die Form der 



D Bauptfall im Qmiide night 



Ist abo (1— a)'— 4b>0, ao ist y=C,i ^ +C,x * 

„ „ (1— a)'— 4b = 0, „ „ y+[C.-4-C,i(i)]i * i 
. . (.-.)'-4b<0, . . ,= ,-r[<;.„,jVüz^'J!,(.,j 

2) Set«tmaniBderGleichiuigxVs~l + *^*(ä^) — 2iyg-^+)''=0, j*= 



3) (2 + 3i)'^. + 7f2 + 8»)^4-4r = 0. 

9r(r-l) + 21t + 4 = 0,9r'+12r + 4 = 0. » = — X'-^' 
_ 1. 

y = (2-+-3x) ' [C, + C,i{2 + 3i)J. 

4) Wir wollen anDehmen, eine zjImdriBohe Wand bestehe aus n parallelen 
(sjlindriiolieii) Sohichten), in derselben Weise, nie in §. 1Ü4, Nr. 10 man sioh eine 
ka^lfSrmige Wand gedaobli. Dieselben Bezeichnungen sollen auck hier gelten, 
nur werden r^ , r, , . . . , r^ die BaJbmesser der Schichten , Ton der (gemeinsohatt- 
liohen) Zjlinderaie aus gezahlt aejn. Darf man dieselben TorauBsetsungen machen 
(d. h. dass die Temperatur in den einzelnen Funkten der Wand bloss mit der £at- 
fiBmung Ton der Axe.sich ändere), so hat mau nach §.75, X: 

^+-l~=0. ^'^ + '^ = 0; '='". m(o,-l) + m = 0; m = 0,0, 

v^rna + bi(r)l-l + bi<r)i |^ = y. 
Deonach 

T, =f=a, +b.i('), T,=>. + b,i(r)f T. = a= + b.i((). 

k,b.=k,b, = .. = k.b.i ~^ = l,[l,-.,-b,l(r,)J,-^' = J.[«.+b.i(rO-^l,I. 

-^5l- = j,[,,+b,I(,,)-,,-b.I(,,)] ,-^^"=l.-,|..-, +b..,i(t,„,) 

-..-b.Kr^,)!-'" 

Gooi^lc 



GleicliuDg mit den Ko«ffi*ieiil«ii a + b i, 



Darsu* 

— k,b, = -— 



'i>7^+'^:--*x3r-*-(i-i;)'"''+(i;-^)"">+ 1 

i *(i-ö'<'-'-f-^' i 

■.L-^;-I^;--I^^*(^i)'".>-•*(c;-c)"'-']| 






■" i^* -6-.<i-i>"^- -'■& 

..=m-i,b,[ji-+..+ ,|__i___.+(J._J^^,(,,,+ 

Die dTToh die FläobeueiDheit in der Zeiteinbeit in die orste Schichte einitiO- 

neude Wärmeniea^ ist — , sodass, wenn b die Hebe des Zjlinders ist, die 

denBetbeu duTcbatrOmende WärmemeDge^ — 2ffk, b| b iat. (Vergl. Bedtenbacho', 
die Gesetze des Lokomotivbaus, S.37 ff.) 

§. 110. 

Gleichong mit den RoeffiziaDten a + bi. InUgratiaii duicb beiliioDite Incagrale. 
Als dritter Hanptfall sey nas eodlich die GleicboDg 



vorgelegt, in der a, , a, , . . ■ , a„ , b, , b, , . . . , b„ beliebige Koastanten sind. 

I, Wir wollen nan unterBnchea , ob dieser Gleichang etwa Genüge ge- 
leistet werden ktlnne dnrch 



=yr—- 



worin ü eine noch unbekannte Fanktion von u, a und/) aber noch zu bestim- 
mende Konstanten (nach u nnd x) sind. Abs dieser Annahme folgt (§. 85) : 

i^=/>---B=/:--" g-/v-— • , 

Setzt man diese Werthe in (n) ein, ond zar Abkürzung 
a, n" + a„_i n°-' + ... + a, a + ao = ». Ka' + ba-, u°-' + ... + b,u + b, = ip, 
SO wird jene Gleichang zu 

Goo^^lc 



IntsgiMioB dnnfa bMÜmut« iDtafnle. {ti 

Aber (§. Ü) 

y,..,D,„=!::^_±/;..i(«fa,., 

demnach 

./;.-.,D8.=<.-.,,ü,,-(...,ü),-/^...iM).., 

wo vir durch (e"^U)^ den Werth voo e"'!/»!! für a = ^ bezeichnen d. s.v. 
Also ist die Gleichung (n) auch 



Ji'^-'-^y 



F (8" v- D). — (e" 11- ü)„ = 0. 



Sey nna 

»TT 6{.pTT)_ 



^Bn 8a ' * U 8n «reu * 

ao hat man bloss noch a nnd ^ so za bestimmen , dass 

Sucht man also Werthe von a, fllr welche 

• ■/ » =k, (pl 

TO k von a nnabbängig ist, so wird mau dieselben für K nnd ß wählen 
können und dadurch Werthe finden, die für y gesetzt der Gleichung (n) ge- 
nügen. Sind Ug , [I, , Ut ,■■■ solche Werthe von u, so wäre dann (§. 107): 

,=c,/"i- •/* 8. + o./'--^ ■''' e.+ (0- 

y B, V J <b V 

II. Würde man etwa nachweisen wollen, dass (q) der (□) genügt, so 
hätte man nur obige Bechnang zu wiederholen, und fände, dass wenn (q) in 
(n) eingesetzt wird, seyn müsse: 

c,[(.-/5")..-(.-A")J 

.c.[(.-/v")..-(.-/^-)J-.....=o. 

Daraus folgt aber aach, dass wenn n, , u, , n^ , . . . so gewählt sind, dass 

(."yv").,-(.-/7")..=..,«. 

i: ,1 »GOOI^IC 
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die Gleichung (q) immer noch besteht, wenn nnr 

A,C, + Ä,C. + .... = (r) 

gesetzt vird. Immerhin aber niflssen die Gränzen Og , u, , . . . . von a nnd x 

nnabhängig seyn, da wenn sie von x abhängig wären, die Grössen ^ 

nicht in dar oben angegebenen Weise gebildet würden (§. 85). Hat die Glei- 
chung (q) n Glieder, so hat man das allgemeine Integral gefanden; ist diess 
nicht der Fall, so hat man wenigstens einige besondere Werthe erbalten, die 
der Gleichnng genügen, was nach §. 107, IV immerhin von bedeutendem 
Vortheil ist. 

III. Es kann sich aber auch ereignen, dass y=: e", wo a eine noch zu 
bestimmende Konst^ite ist, der Gleichnng (n) genügt. Man erhält nämlich, 

und dieser Gleichung kann anabhängig von x Genüge geschehen, wenn gi 
und yj einen gemeinschaftlichen Faktor a — a haben; alsdann ist für n = a 
sowohl g, = 0, als ^p=0 und mitbin genügt der vorgelegten Gleichung e"'. 
lBt(u — a)" gar ein Faktor von y sowohl als yt, so genügt der (n) der 
Werth s' e" ' für y, wenn r = 0, I, ..... m — 1, was Vie in §. 108 bewiesen 
wird. * Alsdann tritt in (q) ein 

e«nCi + C,i + ...-(-Cmi— ']. ■ 

IV. Legen wir uns (zur Anwendung des Vorstehenden) allgemein die 
Gleichnng sweiter Ordnung 

vor, so lässt sich diese Gleichung immer auf eine etwas einEacbere zurück- 
fuhren. Sey nämlich nicht b, = 0, so setze man X = u — t-* und hat ^^ = 
g— «-=0— ■ g— i = ö ,. so dass die vorgelegte Gleichung auch ist : 

und wenn man noch mit b, dividirt, so erhält man, wie man leicht sieht, die 
Gleichung von der Foim : 



. • Man würde jetit etwa sa Torfahren. Ist d — a gemeinschaftlicher Faktor in v und i/i. 
10 genügt e« ■ der (n) ; iät u—a' ein anderer Faktor, so genügt e«' •, alsa anch {§. 107) C, o" ■ 
-HCje"'". Wird a,bei.a' :=a, so ist (n — n>' ein Faktor Ton «> und i//, nnd wenn maniuerst 
i' — o-f-B letzt, genügt der (n) der Werth e«'(A + Bn- --«x' + ...), woraus für n'=B, 
1. h. 8 = folgi, dau e^'IA + Bi) genügt, n. s. w. 



Ist dagegen b, = 0, so wird, wenn man mit a, dividirt, die vorgelegte 
GleichoDg die Form : 

^+{a.+b.i)J| + (a, + b,i)y = 

baben. Ist hier Dicht b, =0, so erhält man, wenn man x = d — —setzt, 
eine Qleichaog van der Form: 



M 



(ao+b„i)r = 



Es kann non aber hier diese allgemeine Untersnehang schon der za 
grossen Aasdehnnng wegen nicht durchgefiihrt werden. Wir wollen dess- 
halb bloss einige Beispiele besonders betrachten, die uns Gelegenheit geben 
werden, die wichtigsten Methodeo, die hier in Anwendung kommen könnep, 
näher zu betrachten. * (Siehe auch §. 162, YII, so wie fUr eia allgemeineres 
Bebpiel ^Anhang" unter y). 

§.111. 
BehSDdlmig dsr OleiehntigzT—^+ft^ — b'iy = 0, a^O. (») 

I. Hier ist u = 2, a^ = 0, b,~l, B,=a, b, = Ö, »,=0, 
b„ = -b^ 9. = a«. '/^ = '""-b*i^ = ,-n^. = ia^ + ia^-^^;/^3n 

/iL.. 
= Z[(n*-by']; e'"--^ * =e"(u*-b')*'' 

Setzt man in (p') k=0, so wird jener Gleichung durch Q = + b jeden- 
falls genügt, so dass also 



/:• 



■■(n'-bV en (b) 

ein Werth ist, welcher der (a) genügt 

Da mflglich«! Weiie J s — 1<0, also (a' — b')*"" (Or ii = + b unendlich seyn kinn, 
(0 fragt es sidi, ob ds> Intcgisl (b) imm^ znlSsdg iit. Entwickelt man e" in «Ina onsnd- 
Ikhe Beihe (g. M, lü), so eibUt mui die Intagrole 



.yjn'-b')*'" en. yjjV-bv'" 



sind djeie beitimmbsr, lO ist es aaeh (b) [§. 57, 1], 

Nach 9- 33 iit aber 

* Wir Tei^eiBen den Leser, der eine allgemeine üntanuehnng vOiisebt, auf: „Stndien 
Aber die IntegratioD Haeaier Diffeientialgleiebnngen. Ton Simon Spitier." (Wien 1860), 
von 18fil die .ente FoittatinDg" eiscbien. Eine nuammenbNi^imde Darstellung liefarte 
SehlflnilefalnBeinei Zeitichrfft, V, 3,223 — 346. 
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/■(..-.■,!-'..=-:^-^J!5':_i=±^y;.<.._,,!-e., 

Bodui, d«i»>0: 

Da nun das iveite Integral angsbbar iat, lo 'M es du anCs aaeb. Demnach u( f&r a^O 
jedeDfalli das Integral (b) talliaig. 

IT, Ist ^a — 1 eine ganze (positive) Zahl, gleich n, no daes a=2n+2, 
Bo ist das Integral (b) gleich / e"(u' — b')°9a und ISsst sich, venn man 
etwa (u^—b*)" nach dem bJaomischeo Satze entvickelt, unmittelbar be- 
stimmen. 

Setzt man voraoB, es enthalte die bestimmte Grösse /e'*(u*—b*)"3n 
keine willkürliche Konstaate nach a (die also etwa x enthalten könnte), so ist 

Ay;.-(„._t.).3.=/ne"(.'-by8., iiy;. („'-bya« 

^ /u'e"(u' — b')"9n, wenn für die letzten Integrale dieselbe ßemerknng 
gemacht wird (§.37), Setzt man nun y = /e"(u' — b')°3u so ergibt sich 

..^-l-(2n + 2)^-b'ij=:ye"{u'-b*)-(ni' + (2E + 2)"ii-b»i]ea 
= 1 A"(a'-b')"'eiH-(2n + 2)yB"(n'-b*)'Bii. 
Aber (§. 27) 

ye"fD'-b'J-+'eü = -i.e"(D'-b')"'-^~y^oe"(i.'-b')"Bo, 
mithin 

ij^, + (2n+2)|j~b'ty = e--(i.'-b')"'. 

Die erste Seite ist also Null ittr n = + b und u = — b, so dass der 
Gleichung ig^^ + (2n + 2)g| — b*xy = genilgt wird dnrch 

[ye"(n' — b*)'3u]_^^ und [ /e'° (n' — b')" 9u] ^. Demnach also 

genügt man der (a) tur a = 2n + 2 dnrch: 

(Vergl. §. 162, VIII). 

Die BebanptUDg, data— ya"(o' — b')"8n=/u6'M<i*-b*)" 8n -iid aicb leicht 
«rweiuD laiMB. Dann /»" "(n'— b'>"8ii= /e"u'" fla— ob' /o" n"'-*dn + /. 

Goo'^lc 



I>ie61*iohnBgxii»> + irfyiii — b'xr<lx' = 0. 95 

+ b»-/^"Bii; /tie"(n*-b')"eu=/«i'-'u"'+'8n-nb'/l"a'"-'8n + 

+ b»' fntfin. FtrnM /e"tt~a p = ^^^^ — " "" °"~' + j. m(m— j^..le" _ 

/e""u°'+'8u^— ^ — , -+ + - — ^;^:| ; itam 

^y".".-».= ^*"-^."(l + i)-F '""^;'"' g+.-l)-.(»-l)e"^ 
(3 + .-2) + q: „<„_,,...,. ..(2l!#„Br^-_<»_±lli!:2; 

(in + l)mfl"D— ' _(ni + l)m...Ie" /* ^, „ , ,. , „ 

-l-.i i-j • — ■ — ....■ + 1— i^^^ = /e"u°'+'6n, wodurch der Sati «- 

vielen liC. 

in. Der Aasdruck (b) liefert nur einen Werth. * Ein zweiter könnte 
allerdings nach §. 107, V daraus erhalten werden nnd damit das allgemeine 
Integral; allein wenn sich (b) nicht in geschlossener Form ermitteln lässt, 
nützt jene Formel nicht, so dass wir einen zweiten Werth suchen müssen. 
Wir setzen zn dem Ende y — x" z, wo m eine noch unbestimmte Konstante 
ist, und erhalten 'ans (a) : 

-"+'|p + [2n'X-:+-ax-°]^ + [oi(m-l)i— ' + ami— i-b'i"*']2 = 0. 

Bestimmt man nun m ans der G-Ieichung ro(ro — 1) + am = 0, sol&sstsicb 
diese Siflferentiatgletchung durch x" dividiren und liefert: 



, Aus m(m— l) + am = folgtm = 0, was wir begreiflich verwerfen, 
und m = I — a, so das^ dann • 

r = x'-., iJ^>(2-.)J-|-b'i. = 0. (c-) 

Die Gleichung (c') stimmt mit (a) Bberein, wenn man in letzterer 2 — a 
statt a setzt Ist also 2 — a>0, d.h,a<2, so genügt der (o'): 

,=y_...(..-b., 8,. 

der (a) mithin ' 

x'-*/*'V*(n»-b^"''eu. (i) 

Liegt also in (a) die Konstante a zwischen und 2, so ist . 

y = C. /'V'{b'-n')''"'8a + C,i'— /"^J-Cb'-n")"** Bn (e) 



• Derinll behandelte Fatlitt jetzt nicht mauigebend, damanTennia— 1 keine ganw 
Zfthl iit, die DQbeitimniteD Integrale nicht ennitteta kann. Sonst würde ollerdinga dl» (b') 
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96 DleQhlchiuigz(l'y-<-&d7iii — b>i;ili> = a 

die allgemeine Integralgleichang. * Für a = hcoa^ wird diege Gleiohnng 
aach : 

ni. Für a=l faileo beide Werthe in (e) zusammen, so dass man 
immerhin nur eiD besonderes Integral gefunden hat. Setzt man aber 
(b*— D*)' = J, b'— u'=:^, so sind die zwei Werthe in (e): 

/!.•■""■■/-.■"<■"'"■"■■ 

nnd man sieht leicht, dass der (a) auch genügt wird durch die Werthe: 

von welchen der letztere auch ist 

/ -b l~a 

Für a=l wird die Grösse ''^_~ - zu -^, and liefert nach §. 22 als- 
dann den Werth l(x^), so dass also ffir a = 1 jener Werth gleich 

ist. Jetzt wird also das allgemeine Integral seyn : ' ' 

y = C.y_e"(b*-D')~iBu + C.y^e"(b'-n'r'i[i(b'-B')]ea. (t) 

Wie bereiM in g. 108. III bemerkt, bedarf es jedoch bei dieser BeveigfDbnmg immer 
noch »eblieulich des unmitteibarsn Nftchweisea der Richtigkeit. Dazo gehört, dui wir leigen, 
das «weite Integral in (!) genüge der (a) , Tflun a = I. Setzt mui dasselbe in i ^+i? 
— b'iy ein, ao erhalt man (§. 8B): 

y^"(b'-n'rä[u'ii{x(b'-n')} + 3u-l + n;ji(b'-n')j 
+ l_b.,ij,,l,'_«-))]eu=y*";.(b._a.,-'[(n'-b'),ijx(b'-n')j 

. +2u + ul{Mb'-n'jn8u. 



• Wir haben b' — o' an die Stelle Ton o' — b' gesetzt, vas bloss im konstantui 
Faktor (— !)*■"' oder {-l)~'*einfflbrt. 
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DI* GWohmigni'r+ÄiirrfT — b'iyili'=0. 97 

y."(b'-D')-äx(.'-b')Ili(b'-.')]8u = _y,"0.'-,")Sil[,(b"-c')]».= 

-y(b'-«')'i[iO>'-«')]^'e« = -(b'-.-j'il.Oi"-. ■))••• 

-y." (k' - "T i [" i Ji ft" - «•)) + 2=] 1" ß. 27), 
- _/*•;"(''-»')"' «("■~li")l[«0i'-n")18ii = 

- / V'(b'-n'ri{n'ti(b"-n'a + 2n}e.. 

Hiednrch &ber vud die oben stehaade GrSage identitch Null, womit erwieisn Ist , dus (() der 
(») ganflgt 

V. Wir wollen nun annehmeD, aeey grösser als 2, nadsetzeD Ja=n-i-ju, 
wo ju < I and n eioe positive ganze Zahl ist. Wir wollen weiter die 
, Gleichung 

i^ + 2M~-b'"=0 (g) 

betrachten, wo 2ft<i 2, also (g) darch eine Formel wie (e) integrirt werden 
kann. Wir setzen in (g): z = e"z, nnd erhalten: 

I j|i -<-2(f.-t-bi)^4-2b(.);, =0. 

Diese Gleichung woUea wir n mal nach den Formeln des §. 18' differenziren, 

wodarch wir erhalten , wenn wir g-^ =^ z, setzen (a = 2 u + 2 /*) : 

x^ + (-i + 2M + 2bi)|^ + ab«, = 0. 
Setzen wir hier z, i^e^'^'v, so ergibt sich; 

iJp + (>' + 2*'-2bi)|^-2b^» = 0. 

Differenzift man wieder n mal nnd setzt ^-^ = v, , so ergibt sich : 

und wenn v, = e*' Vj ;' 

i:-g^+«-gf — b'iT,=0. 

Diese Gleichung ist aber die (a) , nur ist v, an die Stelle von y getreten. 
Nnn igt 

..=.-v.„=.-..?ii=.-..i;L(......j=.-..jL[....^] 



98 D\»GMielimgxd*y-t-ndydx + b'xydx'=0. 

Kann msn also (g) integriren, and es ist diess nach III immer mSglicb, so 
findet steh anch das Integral von (a), wenn a = 2n + 2^ nach der Formel: 

T=-— £r[.-~C—-)J- 0.) 

FüiM = Og?l>t ^« (g) einf&ch ■ = C, e" + C, s-"i alidtuiD «ber führt die (h) Auf 
y^O, gibt alao eigentlieh keine AnfUI«Ditg. Dei Fkll ;u:^0 ist aber in II bereit! erledig 
Nm^ <e) besteht der Weitb tod i ans zvei Theilen, wdtod der ente glsieh 
' / e"(b' — n')''~' 8 a ist. Witi dieser in (b) eingeietzt, to hat niu 

= .-"/^^l">i(ii'-b')-(li'-"")''"'«ii = <-l)-/j"0>'-"')*"'»n. 

d. h.'die ente Form In (e). via DatArlidi, da )ene in allen FUlen der (a) genügt, llan 
biancht also in (b) blots dee eireitan Theil dei Wenliei t< 



§. 112. 

Behandlung der GlBiEhonjij-^ + »^ + b'iy = 0, a>0, (k) 

I. Die Gleichnng (k) geht ans der (a) in §. 1 1 1 hervor, wenn man in 
letzterer bi statt b setzt. Darans folgt, dass für a < 2 der (k) genügen: 

/+'■' ■ i._< /■+■>' -•• 

e"{b' + o')* 8n, li-» / eioC' + n") ' 8n. 

Was diese Integrale betrifft, so setze man in denselben u = vi, and 
lasse die konstanten Faktoren weg. Dadurch ergibt sich : 

r+i- ■»_. /•+'' _i. 

/ e»Ti(b' — t'j'^^'Bt, li-«/ e»»iO>'— ') '8t. 
Das erste ist gleich 

= 2y^eM{vx){b'-T')'*~'8v(8.42.VII)i 

eben so das zweite gleich 

x*-»y «M(iT)(b'— y*)~*'eT = 2i»-*y «fi(x-»)(b'— T')~>'8f. 
Demnach ist das aUgemeine Integral : 
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I' = C.y^eoi(iD)(b'-ny en + C,x»-«y^«>»{in)(b'-n')~»'6ii. »<2rTir 
Die fibrigeo Fälle werden sich aas §.111 leicht ziehen UBSen. C$. 162 

vni.) V» , 



IL Hier ist «= —an, i/( = b' — b'. — = — -^^ i^. f^r 

^ ■ ^ ' y o+b n-b*y f 



-laUi'-b>J; e-'+Z* 



(u'-b')l' 
wieder k = , so wird der Gleichung 



Setzt msD in (p') des §. 1 10 



(n'-b-)'" 
nar genagt, wenn u = + oe i, so dass also der (m) genügt wird dnrch 






1 (n- 

In diesem Integrale setze man wieder n = vi and lasse die Itonstanten Fak- 
toren weg, eo erhält man 

r" "" li-/^" ""(■■)+'.<" (-)3,_/M- ...(.«) „^ 

= 2 y* "**<*'? 8t(8.42, Vn)." 

yo (,.+br'+ 

so dass jetzt der (m) genügt wird dnrch 



y. (.•+b-)i*i 



«...b,.- 



Ist ia+1 eine ganze Zahl, so lässt aioh dieses Integral nach §. 87, II berech- 
nen. Pflr a=2 z, B. fUndo sich 4^1«"'* C''~'~t3' "** ^*** ''*'"' ^" ^""^ durch 
e— ^'l^-f-T-J genügt vürde. 

in. Die Integration der Gleichtmg (m) lässt sich ttbrigens^nf die des 
§.111 2ar&ckfflhren. Setzt man nftmlicb y = s<+*z, so ergibt sich aus (m): 

TO nun 2 + a>2, also der Fall des §.111, V eiatritt. 

Uan «ird leicht überiehcti, dau die Beiümmmig des Integrali (o) daduieh auf di« lote- 
gration einet DifierentialglBicbong inrUckgaflUut weiden kann. (Tergl. dainit 3' 92, 1, 4.) 

7" 



DlBGleiehnngig-^ + »g^ + b{a — bx)y=0. (p) 

IV. Bier ist gi = a(a + b), ^ = u'— b', — = — ^^ . Demcach ge- 
nügt der (p) nach §.110. III: e-*'. Das allgemeine Integral ißt danb nach 
§.107, V: 

DieGlBiohniig3-^, + »ir^ + br=D, a>0, b>0. ' (q) 

V. Jetzt iBt ffl = n» + b. V; = aü, -?- = ^^ = ^ + A, f^-^^ 



I^+t'W. »"Vi"=»"+-'^«'- 



Setzt man also wieder 
BO genfigb man dieser Grleicbang durch u = 0, u=±QOi, so dass 
Fflr = vi ist dies» 



^c,/+;;."+.T.f-',.+c./;'."+nj 






oder wenn man i* mit den Konstanten zneammenzieht : 

r,)+i».fr,)],r-' e 



+ C,/ a»[ftw(Ti)-Mwn(ri)]T« B» 
/•* -— --1 

= (C,+ C,)/^ I !■■• [»o.(vi) + irt.(TJ.)ie> . 
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Die Glei<jhangx'd'y4-{a,+b,i'")i(if (ii + (a„ + bai°"+o„i'")rdi'=0. 101 

+ o.(-i)^y"Vn(„,(„)_i„'.(„)|,T-'a, 
Daraus folgt leicht, dasa der Gleichung (q) genügt wird durch 

j=c,yVn,r-'„(„)8,+c,y"rn,T^'rt.(.i)ai. « 

Ist — eine ganze Zabli so gehören diese Integrale zn §. 86, IV und 

§113. 

ZnrüoUiibnmg auf die Form dea g. 110. 
Auf die in §§. 1 10— 1 12 bebaadelte Form lässt sich die Gieicliimg 

i'^ + (a. + b.i=)i^ + (a„ + b,i- + c,i»"')y = (a) 

zarückfQbreD. Man Betze nämlich x" = u , y ^ u° z, wo n eine noch uube- 
etimmte Konstante ist. Alsdann bat man : 

8y_d(^en_/' ez N Öy_ /'„Bz ,_, >v 

ö X o a 0_n öl n 

x*J^ = m(m-l)i.(u"^+nn-'«) + m'u'[Q-^"^+2nu"'g^ + n(a-I)Q—z]. 
SO dafis, wenn man diese Werthe in (a) einsetzt: 

„,»„!.+«*+ [2niD'u"+' + m(in— l)u"+! + «,inn'+'+b,mu"+']^ 

+ [am(in~l)n" + m'n(ii— l)n" + a,innu" + b,ninn''+' -t-a^v.' 
+ b,ii»+| + Oon-^'J« = 0, 
nnd wenn man u so bestimmt, dass, 

nin(m — l)-4-in'n(ii— l) + B,mn + afl = 0, (b) 

Bo wird diese Gleichung; die man alsdann durch u"* dividiren kann: 

m'u^ + [2ntD'+in(m-I)i-aiHi+b,nin]^+(b,nin + bo + c„il)z=0 (o) 

und gehört unmittelbar zu der in §. 110, IV -betrachteten Form. Die 
Gleit^ung (b) liefert 
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BMondcn FUle. 



von welchen zwei Werthen jeder gewählt werden kann. 



Hier ist a( = b, ^0, a,, =0, bo =+»'. <^=0, ia=^t+2, aLso n^i'"*"*; die 
(b) J<tn{T+2)(r+l)-H{r+,2)'n(n — 1)=:0, der genügt wird durch n=0, lo 
dus z = j. Die (c) ist jetzt 

and gehört m §. 111 vnd §. ]12. Ist dieH^ Gleicbunf zwischen z und n integrirt, 
■o •etatinan.u = s."*, *=y. 

DerfUIr:= — 2 ist aber hier ABSgeBcblouen; alidoun hat maa x*^~i±a'7 
^0, welche Gleiahnng zu §. 109 gehSrt, wo aie in Nr. 1 bereits integrirt ist. 

wo r eine positive guue Zahl, a^ =2, b, ^0, t^ — — r(r+ !)< Gg =: 0, c^ = a', 
m^ 1, mithin die (b): 

n{D-l) + 2n-r(r + l) = 0, n = ri x = n, 7 = u'i; 
also die (o) : 

iJ-^ + 2(r + l)|^ + a*i. = 0, 

welcher Gleichung nun (§. 112, 1) das Integral . 

genügt. (Tergl. §. 162, VIU.) Setzt man n = B.Hnip, so erhält miui : 

SO daas der vorgelegten genfigt: 

3), ?^+i|| + »,-, = 0, ,.5Ü + ..»I + ,,«, = „, 

r + 2 It-" 

-a,=a, b, =0, a„ = 0. b,=0, <%=b, in = -2— ; n = x * , n=:0, j=z! 

welche QleichnDg cu §. 111 gehört. Fdi r = — 2 gehört sie m S, JÜ9. f§. U2,IX.) 



«y^öd+o-so. 



§■ 114. 

biffeNnti&lgleiebangNi, denen gegebene bestimmte Integrale genOgea. 

Die seither mittelst bestimmter Integrale durcttgefUhrte Integration von 
DifferentialgleichuDgeD hat den mittelbaren Weg eingehalten. Es ist aber 
leicht, auch den unmittelbaren einzuschlagen, d. h. eine Differentialgleichung 
zu bilden, der eine bestiaimte Integralfafm zukommt, wie dies s namentlich 
scbon Euler gethan, dem im Wesentlichen also der Grandgedanke obiger. 
Methode zukommt. Wir wollen diess an Beispielen eiläntern. 

I. Sey 

wo £ eine beliebige Funktion von x ist, während a uud ß Konstanten nach s 
und Q sind, so hat man: 

Sind L, M, N noch zu bestimmende Funktionen von x, so ist hieraus: 

Gesetzt nnn es Verden L, M, N so bestimmt, dass das nnbestimmt ge- 
nommene Integral der zweiten Seite = R (u + J)""', wo R eine noch zn be- 
' stimmende Fonlition von n ist, so muss seyn 

ü(a + i)—[.l(i + i)jy +... + »(■ + »'] = J-5 (. + »— + (.-l)E(n + i)—. 

Di.L(.+()5y+.(.--i)L(y)Vii.(.+Bii+K(m-()'j = !5(.+i) 

+ (i.-l)E. 
Sind A, B, C, n, b, c beliebige Konstanten, so wollen wir setzen ; 

Ni" + DJli?^ + n(a-l)L(yy+DLt|^ = C + .i. 

wodurch obige Gleicbnng zn 

. D[(»+.l).' + (B + bf). + c + .{J = u5| + i?| + (ii-X)R 

wird, wo nnn V nnd R so bestimmt werden sollen, dass 
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j rt j iDtegTil der Fonn / U {o + £)" 8 d. 

AlsdaDD ist obige Gleichang ideatisch und man hat : 



•<"-')inr=- 



Aa'+Bn + C 8d^' '' ' ^^ ^^ R ^ - att'+ (A ~ b)n' 
»n'-t-lm + c 



(»-!)(«< 



KA-b)o' + (B-.)a + f 

'*'-'" '7— «• + (A-l.).- + <B-.). + C- 
(ii-l)B 



»n' + bn-t-c8n -au'+ lA — b)n' + {B-c)n + C * / 

während 

Ans den Gl«ichnngen (a) folgt: 

„ ...iL 0^(.-B)i^(A-b)i--^. i- B-^bt-.Nt-Lgy. 

ist msD also im Stande, a und ß anabhängig vod x zq bestimmen, so dass 

80 geottgt der Werth 

_ p R(u + f)-8»i 

' yBan' + (b-A)a' + (e-B)a-C 
der Gleichung 

°" hNy = 0, (d) 



«Ü-. 



wenn L, M, N dnrch (c), R darch (h) gegeben ist und A, B, C, a, b, c, d 
beliebige Konstanten sind. 

n. Mu ..t.. hi.r etw, |=i, .. i,t N=A+«i, i,=E±<?=5)£t(i=«i!±ü', 
.. _ B-Kb-2A)i-2.: - 



daM also der Qleicliuiig 

'"+(A+.i)y=0 (.) 



C + (c~B)li-( A — b)i'+ai ' 8^ B + (b-2A)i~2aK' öy 

j^nttgt wild durch 

_ /•» B | .-n)-eii 

/o»n» + 0>-A)n*-+-(e — B)ll — 



,(._„/■ (.■■ + b. + .)8. 

V-a"' + <A-B"' + (B-o). + C' 
[B(. + >)— ].,.==[E(, + .)-']„8. 



.<.-!) 


Db,+2.1, 


anch noch 



DI« Siticbaug lh,+b,x+i3tx')d'j+(\-h\i)dj di+^jdi.'=0. 105 

D setee nno spezieller nodi in (e); a=l>, ■ , __ ^ t = a^ , j _ ^Tr' =l>j. 

B b — 2A 

- = »,, ^b(, A=ao, so Ut C = d(d — l)aj, A = a„ h^ 

nft(, o^ H(n — l)b, +oai, so dass wegen A — b^ii(a — l)ci 

n(n-l)c,+nb, + «,=!0 
Rsja muss. Bestimmt man hieraus n, so sind a«, a,, aj, b[, bj, o, ganz beliebige 
QrSssen, und man kann also sageo, dass der Gleichung 

genä^ wird durch 

' yac,n'-b,n + »,' 
wejin 

(E (n + x)-'].=„ = [R(n.+ 1)— ].=p , 
wo wir die konstanten Faktoren von j gleich weggelassen habeu. * 

Die Grosse n darf nicht Null sejn, wenn Bg es nicht ist, da «onst R nicht be- 
stimmbar wäre. So lange aber Sg Ton Null verschieden, ist es auch n. Für Cj=:b, 
^=0 ist n nicht bestimmbar: alsdann g^httrt aber auch (f) nicht hieher, sondern zu 
§. 110. 

HL Auf die Gleichung (f) kommt die folgende Gleichung zurOck: 

(x-l)i'g+{ai + b)i|l + {cH-d)y = 0. (g) 



y = A.i" + Ai^,i»-i + .... + A,i + Ao, 

TD An Ag bestimmte KocsUjiten sind. Die Weitlie denelbea wird man erbalten, wenn 

man obigen Werth Ton ; in (f) einietst, und dann der Qleichong; identisch zn genQgeu sucht, 
d. b. die CoetBiisatea der einielnen Potenzen tod x Null setzt. Wenigstens einer der Coeffl- . 
lienten A bleibt willkOrlich 

Ist ai-f-b, i+Cji'ein tolbtladlgei Qaadrat=e, (z+a)', lO eriiUt man für i + « = — . 
y = o'i. wenn o,r' + (f, — b,)r+a„ = 0: 

c,n^-+[2(r+l)o,-b.-(a,-b,«)u]~-rK-b,«)L = 0. 

«eiche Oleiehung zn §. 110 gehSit. 

Den Fall, da» □ als negatiTe gaoze Zahl aus n<n — l}c2 + nbt + ag =0 erttaUen 
wird, behandeln wir im „AubBug", nntei #, II. Es bliebe somit nur nocb der Fall besanderi 
zn betrachten, da Bj + b, i + e, j'(also auch aj — bm + c, n') kein vollständiges Quadrat 
ist. Dennlben behandelt Spitzer in der „Fortselxung", Tonvelcheiin der Note ia %. 110,1V 
die Bede war. 

Ein allgemeineB Beispiel findet sieb in „Anbaag" unter A. r-^- ' i 



106 <«-h)'i'«i'r+(«:>+b)(»-»>)x«tydx-t-{e«'-«;di+OT<*i'=o. 

Deon setzt mui y = i°z, also äT = ''X°~'''l-*'fl" ■ ö~t = ''('> — Di""" z 
+ 2 n x"'' 7 — h X* T— ; , so erhält aui nach Weg^Iasaimg dei gememwhafUicheii 
Fftktor« X': 

i*(x-I)|^ + [2nx(x-l) + <ax + b)xl|^+[c(n-l)(.-l) + («x+b)n+« + d]. 

= 0, 
so dau, wenn man n ans der Gleichung 

ii(n— 1)-Db — d-0 
beitinuDt, man die ganze OleiolinDg darqb x diTidiren kann und erhält : 

x(«-l)^ + [<2n + a)x + b-2n]J^ + [n(n-l) + an + oIy = 0, 

welche Gleichung unmittelbar zu (0 gehSrt. Die Bestimmung von n ist immer 
mOglieb. Die Gleichung 

(x-h)x'^. + (.H-b)i^ + (eH-d)r = (gO 

kommt auf (g) znrOck , wenn man x ^ h u setzt. 

IT. Femei reduzirt «ich die Gleichung 

{x-h)'x^+{ax + b)(x-h)|^ + (cj-hd)r = (h) 

wodurch erhalten wird : 

hn'(l-t.)|^.+ [»h(l-n).+ b]n|l + [ch(t-«) + d]y = 0, 

V. Endlich kann die Gleicbnng 

(.-h)'.'^ + (a. + b)(. 

auf die Form von (h) zurückgefühTt werden. Uan setze nämlich ; := x° z, so erhält 
man, nach Weglatsung von x": 

(x-h)'i'^ + [2nx(x-h)' + (ai + b)(x-h)i]^ + [n(D-I)(x-h)' 

+ (»i + b)(i— h)n + ex' + dx + t]i; = 0, 

so dass, wenn man.n aus der Gleichung 

n(n— l)h'-bhn + f = 

bestimmt, man durch x diridiren kann und sofort die Form (b) erhall. 

Für h = lässt lioh n hieraus nicht kestimjneD. Alsdann sntae man x = — • 

8r ,Bt B't „ .8y ,e*y ^ 

=4 = — n'^. rn = 2u>s^ +u*7r-n. und erhält; 
ex DUDx Un ön 

I :, Gooafc 



. ImMgral der Form / D e'" * B n. 

s-[|-a-)]^>G-*v-)'=°■ 

. h. 

o'^ + [2-«-bn]a|^+(c + dn + fn'>T = 0. 
reiche Gleichung zu §. 113 gehört. 

§■ U5- 

FortsetiDiig. Idttgral Ton der Form / U «'■ ■ ' 8 n . 

L Sey 



'=/>•■■ 



*Sa, 



wo I eine bekanate Funktion von x, U eine noch unbekannte Fonktion von 
a ist, so ist 

also 

Bo da£8, wenn das nnbestimmte Integral der zweiten Seite = Re" 

aeyn mass. Ist also 

SO ist , 

U[(A + af)n'+{B + bt)n+C + cÖ = ^ + n£B, 

+ e) = nR, 
n /'AQ' + Bn + Cg^ 

i'-l-b< 
BeBtimmt man dann a and ^ so, dasB ' 

<««"% = ««'"*)„. 
80 ist das bestimmte Integral Null, und man hat somit den Sats: 

Goot^lc 



and also 






D(An' + Bti + C) = ||, U{*n*-f 


und dann 


1 8E »(A.' + Bu + C) , 
RBn- »n' + bn + o ' *^"' V 



108 i*<i'y+(»,+li,i)i'ilTiii+(a,+b,i)ydi» = 0- 

Der Gleicfaoag 



wenn 



^ ya»n' + bn + c 



V8x^ "ex 

II. Setzt mao hier S = x. n= I, so gelangt mao auf §. HO. Setzt c 
I = X*, 80 ist 



Ist hier A^O, = ^, a=l, alw 

-l+bi' 



L = l, M = 



und setzt man B — l = a,, b=ib,, C=a,, c=b,, so folgt hieraug. das« der 
Gleichung 

genügt wird durch 

m. Set«tiiiftneben»o£ = i, so iatL = ^^^=^, M= --+^^=^x' 
2A»' Ci+o " an' 

+ -^.N=i — ^ — , und wenn etwa Ä = 0, n = l, a— 1, b = — a, , 2— B = b„ 
C^bj, o=aj, Bo hat man: 

Der Gleichung 

geDiigt 

(Vergl. auch §. 1 14, (i) für h = 0.) 

Integral mn der Form f / e" * U B n. 

IV. Sey J" 

™o ^, I bekannte Punktionen von x, eo ist 

, I iPdvGoO'^lc 
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nnd venn man das unbestimmte Integral ^e'''R setzt: 

SO dass, wenn 

t('y)"l = A+.i.2Lji|i+L!|M+Mt;-=B + bi,L5^+Mli+Kt=0+.t. 

V.D *y ozoz Dz Ol ilz oz 

OBd 

U[Aq'+Bo + C] = ^. D[»n' + ba + c] = B. 

man hat 

nnd wenn dann a nnd ß so bestimmt werden, dass die Grösse e''^Rfarn=a. 
und Q = ß denselben Werth gibt, so genügt y=t/ e"* Ü 8a der Gleichung 

Lg^. + M^ + Ny = 0, wo 

m ^M • ^^ ■ 

V. Für|=x Ut 

(B + bz)t-2{Ä + «z)5i 



Ä+»x 



{C + cz)t'-(B + bx)t^^+2{A+ai)(|£)'-(A + »z)t|^f 
N= p . 

so dosa aUo der Oleiahung 

(A + „) g + -j 1- Ü 

genügt wird durch ; = ^ / eB^ÜSu. PürJT^e* kenunt m&n auf die Fenn des 
§. 110; fllr ^=z hat man 

i),„„tah,GoOi^lc 



,a'y ,- -2A + (B-2>)T+b.' er , 2A-(B-8a)i+(C-b)i'+ c»' _ 

VL 8et£t man dagegen C^ »" *'. ■"> >»* 
L = (Ä + ai)e-"»', M=lB + (b — 4inA)x — *inai'je-»«', N= JC — 2inÄ 
+ {c — 2mB — 2»m)i + (4Am' — 2mb)x' + 4»iD'i*} e-"»'i 

alao w«nn etwa a;=0,A = l, B^äj, b — lin = bi; C— 2Bi=ao, o— 2ma, = b(„ 
4iii' — 2mb^cp, wo also m derart bestimnit -werien muss, dais 

4m' + 2mb, +Ca = 0, 
so wird die Gleichung 

intogriit werden dnreli * 

n .■■E«e ,m r '' + '.'' + g"-l-l. .„ 

^^ y„0>,+4m)D + 2inl,+bo' ^^ y{b,-t-4iD)u + Zm»,+btt ' 
(."K), = (e..E), 



* Dieie Gleichung kaoa übrigeiu dmch CmfoTmang leicht anf eine ftadare larückgc- 
mhrt werden. Setit man jr = e«»' + ^»i, «o ist ^ — r(2oi + iJ)z + |^Bi"'+C», 

?^ = [(4a'i' + 4<«|9H-^ + 2<i)« + 2(2<tx + |S)^ + J^]e«»'+C», lo du. die- 
selbe liefert : 

^ + [401 + 2(1+ a,+b,i]^ + [4o'i' + 4«|Si + /»' + 2o 
+ 2a,.i<i + a,(» + 2«b, j;' + b,()i + ao + b„i + c,«']i = 0. 
Slan bettiiDDie nun a, ff am- 

4ii' + aab, + e, = 0, 4«/^ + 2^o + b, + b,(J = 0, 
■0 eriiUt man 

^ + [2^ + a, + (4o + b,)i]^ + (p* + 2tt + a.,J + a,)* = 0, 
welche Olelchnng eq §. 1 10 gebort 

ManfiDdetB= — -7-b,±-j^Vl>.' — 4c„i istb,' = 4Co, so ist a= — -^b„ bo dai» 

die iwelte obiger QleicbiingeQ kein ^ enlfatUt, und mit der ersten im Allgemeinen nicht lU- 
gleich bettehen hann. 

Setzt man abei jetit r = e<ii'E, aDd4a' + 2abt +«„=0, lo wird Ae vorgelegte 
Glelohong cu 

^.+>,5l+[».--j«i»i)-+('.-^»i)i.=o, 

die ebenfaJIt tn g. 1 10 gehbit. 

DunzeBByGoOl^lc 



IntcfTfttioi) dn lineUM DtfferantUlgltlebwg mit zaaitem ThsUe. 
Vn, Als besondera Fall wollen wir die GleiobuDg 



-f^' 



betrachten. Verglichen mit VI ist a|:= — 1 , b, ^^ — 2, a,,^ — 1, bg^l, 00=1; 
also m za bestimmen aus 4 m' — 4m+l:=^0, (2m — I)'=:=0, m = |. Dann 
ÜB) 

Da 2(B) nnendlich ausfälltf so wäre es mßglich, dass R^O und7 = e'''. 
Wirklich genagt dieser Werth auch der Torgelegten Gleichung. Nnh §. 107, V 
findet sich dann 



§. 116. 

Integiation der lineaien DiffeiBnÜAlgleichuiig mit zireitem Tbeile. 

I. Wir haben seither Dar die linearen DifferentialgleichangeD ohne 
zweiten Theil (§. 107) betrachtet; die Integration dieser GleichnngeD mit 
zveitem Theile lässt sich aber ganz leicht anf das im Seitherigen Angegebene 

zarückführen. Gesetzt nämlich, es sey die Gleichung 

vorgelegt, in welcher So, Xi,...,Sn, X bekannte Funktionen von x sind, 
und man habe als allgemeines Integral der Gleichung 

X,^ + X.^^ + ...+Si.-i^ + X.y = (b) 

gefanden : 

y = C.y. + C,y. + .., + C.y., (e) 

WO y^ , 7, , . . . , yn ebenfalls bekannte Funktionen von x sind , so iässt sich 
bierans immer das aligemeine Integral der Gleichung (a) finden. Denken 
wir ans nämlich, in der Gleichung (c) bedeuten einmal C, , C, , . . . , C„ nicht 
mehr Konstauten, sondern (noch unbekannte) Funktionen vonz, während 
yi ) ■ ■ • 1 yn immer noch Funktionen von x sind, die so beschafi'en sind, dass 



■ ^Ui 



+x,- 



nnd versuchen, C, > C, , . . . , 0„ als Funktionen von z so zu bestimmen, dass 
(c) auch der Gleichung (a) genüge. 

Ans (c) folgt nnter den jetzigen Voraussetzungen: 

i: :, GbO'^lc 



1 12 laUgntton dm linearen DifbrentialgMohnng ndt (weitem TMI«. 

'Bi" '"äi '¥7 
DDd weon wir Dvn C, , ■ ■ -, C. so bestimmen, dass 
er, 8C, 8C 



Hieisns folgt 

8 
8 

wenn wir C, C. bo beetimmeo, dass 

B^8c. B^ec, I °y-^c,^ 

ex 8»" 8i Si 8» Bi 

Abs (fi>folgt wieder , 

wenn C, , .... C. der Gleichung 

8'r. 8C. ^ B'y, 8C, ^ ^^ _ ^ B'y, ^^°^0 

genfigeo. Wie man so weiter gehen kann, ist klar. Man hat 



Aus (f,^,) folgt endlieh 
'•'■..c.''^' I C.'''' I .... I C.*''' I '"Z' '"' I '"'1' 






geben, in (a) einsetzt, dabei aber die Gleichungen (d) beachtet, bo er- 
hält man 

Loi" ' Bx Ol" ' Ol Ol" ' BiJ 

Darans folgt non, dass wenn man C, , . . ., C. alg Fanktionen von x 
dnrch die Gleichungen 



ntegrati 


>Dd 


r linearen 


Diffe 


reu 


als 


Idchungn 


tlw 


eitern Theilc 


^•-«T 


+ ) 


er 

B 


- + . 


.+ 


. e 


Öl 


^0. 




\ 


8y.eC 

ex e 


-+ 




^- 


+ 


II 


^=» 






öl—«' 


8C, 

'dl 


B 


~'y. 

I"- 


8_C, 
8i 


+ 






8C. 


=^0. l 


T^> 


IT 


+5 


^ 


8__C, 
8i 


+ 




^7'S: 


ec„ 

Hx 


_X ] 

x„ / 



beelimmt, alsdaoD die Gleicliiiog (c) der (a) genQgen «ird. Aus (e) folgt 
aber iiDioer unzMeidentig 

'^='■■77=' Tr='-- <•■>■ 

wenn ?, , ?,,.,., ^„ (bekannte) Fuuklionen vonx sind, während nun aus (e') 
sich ergibt: 

C. =Jli 6 X -1- F. . C, = /f, 8 1 + E, . . . . C„ = /i„ 3 X + E„ . 

wo E, , , . . , E. willkürliche Konstanten eiuJ. Demnach wird der (u) genügt 
d&rdi 

y = )'i<yi. Si + E.)+y. (/f,Si + E,) + ... + y„(/i,.8;i + E„), (e) 

welche Gletchang, da sie n willkürliche Konstanten enthält, das allge- 
meine Integral von (a) vorstellt. 

1). Gesetzt aber man kenne nicht das allgemeine Integral von (b), 

sondern bloss n—l besondere Werthe : y^, y, y„_|, diederGlcicliang(b) 

genügen, so dasB also. 

y = c, r. + c, r, + ■■■■ + c,^! J.-I (b) 

zwar wohl der (b) genügt, aber eine Konstante zu venig hat, tun das allge- 
meine Integral dieser Gleichnng zu seyn. Lftsst man wieder C, , ..., C.^, 
Funktionen von x Heyn, und setzt die Gleichungen (o,), (p,), . . ., (p„_i). 
d. b. die n — 3 ersten Gleichungen von (e) fest, in denen jedoch C. ffhie, so 
hat man 
8— y^C^ 8-'T. ^ __^ , c„^'"'^°" I ^°"'^' ^^' I ■ .. I 8"-'y„-iBC— ^ 



'■-'y, fl'C. . B°-'y,-t fl'C„-i 



und wenn man dann diese Werthe in (a) einsetzt, dabei die Gleichungen (d) 

Diaifar, UilmiUil- i. Iswtnl-lMckaiuii. II. t. AbII. g 
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beachtet, so folgt, dass (fa) der (a) genfigen verde , weco C, , . . 
bestimmt werden, dass: . . 

eC, BC, , , 8C._i „ 



e--'y, 8C. B— 'y. 8C, _ 



Löi" • Ol Ol""- BiJ L 1" ' Di I 

. 8— y— ic-q r a— y. e-c^ s-^y-, B'c-n _ ) 

Aus den n — 2 ersten Gleicbimgen (i) folgt 

8C, , 8C, 8C, ^ 80, BC-, , B C, 

wo ^ , . . . , C-1 bekanate Funktionell von s sind; setzt man nun diese Weitbe 
in die letzte Gleichung (i) ein, so erhält man eine Gleichnng 

in^er P und Q bekannte FnnktioneD von x sind. Kann man (1) allgemein 
mit zwei willk&rlicben Roogtanten integriren, so geben dann (k) die C,,..., 
C„, mit weiteren n — 2 willkürlichen Konstanten, ond (h) gibt das allge> 
mein& Integral von (a). Ffir K^O gäbe die (1): , 

8i 
wie bereits in §. 107, Vgeftinden. (EsistnämUchXi y, ^ + 2X,|^^ + 
X.,,^=0,Q=X.y.,P=X.,. + 2=!.t^,y|3x=/Gi4^)3x 

III. Man sieht leicht, dass wenn man nur n — 2 besondere Werthe: 
Ji, .•■> y.^i kennen würde, die der Gleichung (b) genügen, man das 
allgemeine Integral von (a) erhalten würde, wenn man die Gleichnngen 
annähme : 



lyGoo^^lc 



. »"'7—1 »C.-.-1 r e-'r, B'c, «— 'r.^. »'c-p 

I ai. P"'''' "' I ■■■ I '"''— '"— "1 I 31 r »— y. «'c, ^ 



woraus znaächst folgt: 



«Lc,_ 



("') 



Igt aus (n') Ci~ mit drei Konstanten erhalten , so folgen 0, , . . . , C..» 
ans (n) mil weiteren u — 3 Eonstanten und 

y = C, y, H- C, y, + . . . C„_,y„_, 
gibt das allgemeine Integral von (a). Wie man diese Betrochtnngen weiter 
fortsetzen kann, ist klar. Eben so, wenn X ^ 0, dass die (1), (n')... daza 
dienen werden, ans n — 1, oder n — 2,.. besonderen Wertben von y das . 
allgemeine Integral von (b) zu finden. (Vergl. „Anhang" unter % X.) 

§. 117. 
Beitpiele in 9-116. 

Wir wollen nnn vor Allem die Methode des §^ 116 auf eine Reibe von 
Beispielen anwenden. 

1) ^ + A|| + By-X, (d'Y-hA.<ijdj + B,di' = Xdi'). 

wenn A, B KonstaDten. Hier ist (§. 108): j, —e""", yj=e"i", wenn m,, m, die 
Wnrzaln von ni* + Am + B'^0 sind, rorausgesetzt diese Wurzeln aeyen ungleich; ■ 
lind sie gleich, so ist 7, ^e°", 7^ ^xe"*. Also sind die (e): 

8C, Xe^"i' 8C, Xb-"i 



-i C,= ^ /sa--i"ex+Ej. 

[:4*.anyGoO(^lc , 
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Fir n, = ni] i«( ' 
8^__ „ , BC 



"i C, = — /iXb--''Bi + E,; C,= /xi 
-e-'/iX«— ■8i + ie"' ^f 



iXb--'Bi + E,; C, = /X8-"'Bi+E,! 

T={E,+E.i)e-- 

y,=nMX, y,=««i(§. 108, ri)i also 

ec, . BC, „ . ec, 8C, 

-™^ — ctwi#t<ix, -j--^ = eM'i, C, = — 1 iüixeoixix=: — {»n'i + E,, 

C, = 1 (in I «Ol I + i I + E, , 

y^ — i«»»'ieo»i-+-l»Mt*i«ofi + liri»i+E, eo#i + E,»Bn = {i«tii+E,ei>«i+E,«m». 

y, = X, y, =xi{x) (8. 107. Nr. 1, oder §. 109, Nr. 1). 

6Ci ,,.8c, ^ ec, . r„ , , .-.ec, i 



^=ZlM. ^ = 1, c.=-ll(W].-.E.. C. = .W-.E., 
y=—|-I'W+i(* {>)-+■ E.x + E.xIW=^xi»W + E.i + E,iI{x}.» 

4) ' e?~*^8P"*"*''8i~*' '- 

y, :=x, wie man leicht sieht; also nach (m), wenndoito^S, y,— x,X, = 6x, 
S, = — 3x', So =x', X = x: 

6x.-^-6i'---8,'x-^ + 3.'-^ + x'x^-x. 

^=^, C,=-|-J(i)+E.x' + E,x+E,i 

y — -i-xi(x) + Eii' + E,i' + E,x. (8. 107 und J. 109.) 



* Das Zeiohen j* (i) bedeoM du Quadrat ton l (>), ist alio zn ontenehBidBo von I (x*}. 



e'C. 2t(i)-S 8C. I 



Setzt nuin hier-r— = qi, so ist 



8y 2f(.)-8 1 

6i lÜW-l]^ i'i(i)l(«-l]' 



/ •"Cl-t , 

S«Ut man ;(x) = 2, x^e*. so ist 

■ /: !3 = /••■»■ =/•.!:«-• +/jili-_7iüi,/ii^_^ 

yi(.)[i(.)-i)' y.(.-i)' y . y (•-!)■ y>-i y, . .-i 

als« 

c,=-|-i(.)+j-i(.)y^j+o^ ,=-ci(.)+c'x+iwy~. 

Nach §. 109 ist Ao = 1 . A,=l. Aj = 3, A, = — 8, a=l, b=l, n=3. also 
r(r— l)(r — 2) + r(r— l) + 3r-8 = 0. r' -2r' + 4r — 8 = 0. r=^2. i2i; ' 
y,=-(r+x)',j, = ».Ii(l + x)'],J',=<*.[i(H->r)n. also 

. Gooi^lc 
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8C, »j*i(l+i)'ec, , eo»t(i + »)'ec,_ 



<•+>)« 



8C, 2eotHl+x')—tHtHl + i)' eC, 2ittil(t+i)'+wwi(l+»)*8C, 
61 (l+i)' 8" (1+x)* 6» 



_ 8C1 _ «i«((l+»)'— eo«i(l+x)' SC, _ «Hit(l+i)'+«o«fa+i)' 



8(1+1)* 8(1-M)' 8(1+1) 

'xB» _ir ]+ii-| 2 1 1 1 1 



=y^(.'-i)^e.=/».(2.).*-e.-y"*(2.) 



-i. e» <}rin2z — 2iMt2i) 



4 + 1 



• * {— ljtii2i— 2«ii2i),, „„ B> (2fin2i — 8«o«2s) e * (2(M2t+8e(M2i) 
(HT *=" = Ü + - i7 

(H-.)'pA.i(H-»r-8...i(H-)'] (l-l-.ri[2<<»»l+»)' + 8.o.l(l+«)1 
~ 17 "^ 17 

Bestimmt man die andern Integtale in ftlmlicber Weise, so erliiUtman: 



+ E,. 
Also 

jr = C. (1 +!)'+ C, «0*1(1 + x)'-t-Ci rinl(l +1)» 

= E,(i+«"+E,oo.i(l+x)'+E,»»i(i+i)'-lVi+;+ärrF=* 



7) Han toll die Gleichung 

— - — ~ + i'^-6i» =» 
iolesriren. Lttsst man tun&cbst den zweiten Tbeil weg, so bandelt es sieh u 



e^_ 4 8y ,8y 



■•j = 0..'f^ + (.'-4).j-'-6..', = 0. 



' Hier ist «l + i)' = i[(l + i)'], «Isofllt l-t-i>0:i(l+»)» = S((l-t.a). 

Goo'^lc 



WAcniebeTegimg io ainem Stabe od.er Hinge. 

■0 dui aho in §. 113 a, = — 4 h, = I, in^5, ao = 0, b^^0,% = - 
y=:ii"z, wo u'begtimmt ist aus 

20n + 26ii{D — l) — 20n = 0, n = 0, y = i 
und die neue Gleichong^ tat . ~ 






C,=i-/i^.. + E.,C. = -i/!^, 



■^■•"•'■+*V-/^»-^/^ 



8) Danken wir uns, der in g, 75, VII betrachtete Stab sey bereits so lange der 
EinwirkUDg der Wärmequelle ausgesetzt, dasa er in den Bebarrungazustand einge- 
treten ist, d. h. dasB sieb die Temperatur seiner einzelnen Querscbnitte mit der Zeit 
niobt mebt ändert. Da alsdann'r nnabhängig ist ron t, so ist^r^O, also 
g-J-?. = 0(™»b = 0) 

(üe Oleiobong der Wärmebewegung , wenn m und k für den ganzen Stab konstant 
lind, und wo nun <a den (konstanten) Quersobnitt des Stabes, k die Innere LeitungB- 
flüiigkeit, -f das Ausstrahlungs vermögen und w den Umfang des Qiierschnitta be- 
seiohnet. Aus der obigen Gleichung folgt nacb §.108: 






■— — ej- 



babe die Länge L und seine beiden Enden sejen immer auf den Temperaturen t^, t^ 
erhalten; alsdanntnusslur x-=0, t = T|, undfür x = L, v = t, seyn, d.h. man hat 

», = C + C', V, =Ce«'' + C'e-'''i C = Wj^_~ ^. C'= *'^^~''l ■ 
Also ist unter diesen Voraussetzungen 
_ (T.-T,eT-^)e" + (T.e'--T.)e-" _ t, (,*.- e"") W- ■>, (e'<w.) - e-'ft^) 



welshe Formel die Temperatur rdei Stabes in derEntferiiungz rem Au&ngf punkte 
(dem T =: T, entspricht) gibt. 



Goc^ic 







W»re v„ = V, , »o hSUe map 




e.._e-.. + e«(i.->» — e-'l"---! bMl-m) „g-a- 


l + e»l"— " — a" 


' '• .-—e-L 


— 1 


(^. + e-"--")(«---I) , «•■ + «'«■- 


-• 


'• (^- + ])(,.i-]> '• e-+i 



D der Länge L Statt, 
IT einer WfiTnie^uelle von der unreränderlichen Temperatur Vg uotenvorfen ist. 

Nehmen wir in unserem Stabe drei Schnitte an, deren Abstand je k Hey, so dass 
e Tom AaTaag umx, x + X, x + 2JL entfernt sind. Alsdann lind die Temperatoreu 
, v", t'" derselben: 

orau» folgt 



Ce»i" + *J-+-C' «-''■ + *! 
welche Grosse Ton x unabhängig ist. ,Wo also ancli der erste Querschnitt gewählt 
wird, die GrOsse — ;; — bleibt dieselbe , wenn k ungeändert bleibt. Dieses merk- 
würdige Resultat wurde durcU Versuche bestätigt. (Lame , Cours de Ph^sjqae, 
lejou XVI. 260.) 

Ist der Stab unbegrenzt, so niuss die Konstante C = seyn, da sonst die 
Temperatur mit x. unliegiänzt wachsen würde. Alsdann ist bloss 

wenn Vg di« unveränderliche Tempej'atur der Quelle. Sollen also zwei Stäbe von 
verschiedenem Stoffe u. s. w., die derselben Wärmequelle ausgesetzt sind , dieselbe 
Temperatur in den um x. und x' abstehenden Quere clmitten haben, so ist ax = a'x', 
d. h. 



V^ Vi' 



aus welcher Proportion, wie man sieht, mittelst JCrfafarung Jas Verbältuiss des 
■ Bruches - für deu einen Stab zu dem für den andern Stab erhalten werden kann. 

Wir haben bei dieGem Beispiel Gelegenheit gehabt, die willkürlichen 
.KoustaDten den Bediiigungen-der Aufgabe gemäss zu hestinimen. Im All- 
gemeinen werden, wenn n willkürlidie Konstanten in dem allgemeinen Inte- 
grale vorkommen, eben so viele Bedingungen gegeben seyn müssen, itm die- 
selben ZQ bestimmen. Diese können nun darin bestehen , dass mau- für n 
verschiedene Werthe von x die zugehörigen Werthe von y kennt; oder ÄasB, 



Darcbgftng durdi DifferentiiitgleiehuiigiD niederer Ordniuig. 



a etwa fftr denselben Werth von x die Wertbe von y , 



kennt, od&r daee eine Mischung dieser beiden BeBfimmtingweisen Statt 
findet, n. s. w. 

§■ 118. 

Durchgang durob DiffBraDtulgldohimgen niederei Ordauig. 

I. Wir haben seither meistens die Integralgleichung einer Differential- 
gleichung n'" Ordnung in so ferne gesucht, als vir die Gleichung zwischen x 
und y mit n willkiirnchen Konstanten zn erhalten suchten, die der gegebenen 
Differentialgleichung genügt. In manchen Fällen kann man diess nicht oder 
zieht es vor, anders za verfahren, ind^m man nämlich znn&chst ans der 
Differentialgleichung n'" Ordnung eine der n — l*" Ordnung zu erhalten sncbt, 
die ihr genfigt und eine \rillkärlicbe Konstante mehr erhält; dann ans dieser 
eine der n — 2"° Ordnung u. s. w Da die Schlussgleichung mit u willkür- 
lichen Konstauten all' den so einzeln erhaltenen Differentialgleichungen ge- 
nügt, so müssen diese letzteren durch Elimination der willkfirlibhen Kon- 
stanten sich aus jener bilden lassen. Um aber zn der Gleichung der n — 1**° 
Ordnung zu gelangen , muss man n — I willkürliche Konstanten eliminiren 
und nur eine noch beibehalten; welche der n dieas sey, bleibt willkürlich. 
Daraus folgt aber wieder, dass eine jede Differentialgleichung der n"' Ord- 
nung n Differentialgleichungen der n — 1"° Ordnung als erste Integralglei- 
chungen haben wird, jede mit einer anderen willkürlichen Eonstanten. Ist . 
man im Stande, diese n Gleichnngen herzustellen, so gibt die Elimination vor 
7j^. T-^ • äTm ""8 denselben dann die letzte (eigentliche) Integral- 
gleichung mit n willkürlichen Konstanten. (VergL §. 102). 

1) C se; der Hittelpunkt der Erde (Fig. 56); einEOrper, dessen /V?- '^^■ 
Gewicht an der Ohcrdäche^p ist,' sey zu Aaf&ag der Zeit in der , 

Entfernung C A = r + h vom Mittelpunkte , wo r der Erdhalbmesser 
uttd BA^=h ist; dieser KSrper falle zur Erde, indem er Ton A mit 
der Anfangsgeichwindigkeit v„ ausgehe, wo Tq nach AC gerichtet ist. 
Man soli seine Bewegung untersuchen. 

Am Ende der Zeit t se; der KOrper 



die Anziehungskraft der Erde, die nach Cg^ichtel ist, und sich 

(Gewichte des Körpers Sussert, wobei jedoch bekannt ist, dass dieselbe abnimmt nach 

dem Quadrat der Entfernung ron C, mithin die bewegenjfe Kraft in H (die in B 

gleicbpist) nur . , ist, so dass also die Uleicbniig der Bewegung ist 




vGoot^fc. 



122 Fall aoi betUchtlleher Feme gegen die Erde. 

Hiemnefoip, d.i(53)'=2|i5^: 

Für t = ist x = und fl^ = To (§.20, VII). aha 

welche Q]eicliuiig' die Oesctivindigkeit in jedem Funkte des Weges bestimmt. Für 
B tat s. B. z:=h und wenn doH r, die Geschwindigkeit, so ist 

— 2bt* 
Aus obigeT Glsicbung folgt, wenn - ■- . - -f-Vo'^a; 

S'_-./_ ggt; __ _, / 2gr' + a(r + h)-aT Bt_ yr + h-i 

Bt"*" V f + h-i"^*" V r + h-> ' 8i~ V b->» ' 

[b = 2gr' + «(r + b)].(g.21.1), 

y Vb — »I y Kb(t + h)— (b-nt + ah)i4--ai' 

Fflr die Zeit des Falls ron A nfteh B folgt hieraus 

(r + h-i)8x 



dafllrt = OMohx = ist. Ist T|, = 0, so ist a=: -— :^, b = 0, a(r-t-h) 
=: — 2gr', also diese Zeit 

wenn X nur X enthält, gibt, daye^+Cgi} =8^ GH)' 

3, "S=<.->[-(H)T 

Bieraas folgt 






„„MByGoOl^lc 



s-<^D■-^■=°•B-^:i-v(ü)•=„.. 



»^=2„_..+c,i.m,™.(LA'=_<^iL|z_£l±^. 

II. Setzt man in der Gleichung 
woY, Y' bIo.se Panktionen von y ,mi : (P^'= i, al«o i'J-P,=r-pi = 



2 8y ' ■ ' "■ 

welche Gleichnng swischeD y nnd z Dach §. 92, 1 iDtegrirt wird. Folgt daraus 
z = f(y), so iBt daDD 

m. Die DifferentJalgleichang zweiter Ordnung ' , 

in der X bloss x, Y bloss y eotbält, wird integrirt, indem man setzt 



= e-"""(^-XDY also 

-"•■Gl—) 



Xne-/>'" + Tu'e-'/>'" = 0, r-: + Tn'e-/»«"=^0. 



, ,8060 By 811 _,,,, 



/•/»•'eyrsc /•-/'•■ei + c 

welche GleicliDDg das allgemeine Integral der vorgelegten Gleicbnng ist. 
(Vergl. Heber anch §.138, IV n. V.) 



: GoOi^lc 



}24 JntegT&UoD mittelst ein« uiganoiDmenati Gleichniig.. : j 

§. 119. 

iDtegr&Uon miUeltt einer aageDOtnmeneD Gluchang. 
Gesetzt maa habe die Gleichung 
BO folgt daraus 

-eine jede Differentialgleichnng mithin, deren allgemeines- Integral die vorge-^ 
legte seynsoU, mu88g-n= geben. Hat man aber 

iy' + 2biy + ci' + 2*y + Sei = l, (s) 



so 


folgt 


bierau: 



Bestimmt man aus den letzten zwei Gleichaogen a und b und setzt diese 
Werthe in die vorhergehende Gleichung ein , so erhält man 

. d. h. da sicher nicht „-i = 0: 



■ e'v8'v8'v /'8'1'^'8'y /'B'v"\' 

-^5p,^^ + 9{-/,) "-^ + 40f"-^.) =0. 

öl' Bi* Bi* Voiv fli* VoiV 



(b) 



Eine jede Differentialgleichung nun, dereuallgememes Integral die Form 
(a) haben soll, muss dieser Gleichnng (b) geuKgen. Zieht man also ans der 
vorgelegten Differentialgleichung die Differentialquotienten r-^, jr^,, t-^, 
^—i , am sie in (b) einzusetzen, so muss diese Gleichung erfüllt seyn i wenn 
(a) das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichang seyn soll. 
Da (a) in Wahrheit fünf willkürliche Konstanten enthält (indem man die 
ganze Gleichung durch einen der sechs Koeffizienten dividiren kann nnd dann 
nur die fünf Brüche als wirklich verschiedene Konstanten bleiben), so ist es 
wohl möglich, dass sie zu viel Konstanten enthält. Allein es werden sich 
dann immer Beziehungen zwischen den Konstanten aufstellen lassen, so dass 
die überflüssigen entfernt werden können. 



Integration mitteilt einet angenommenen G 



Uon habe etwa die Gleichung 
so folgt daraus 



'^"-'' g-fC-OI^-S^-^C-'GO" 



woraus 

ta dass also der vorgelegten GieiohuDg durch (a) genügt wird. Allein da die ge- 
gebene GleiohuDg nur vom zweiten Grade ist, so roflssea zwischen den fiinf Kon- 
stanten Doch drei Beziehungen besteheu, die man findet, wenn man aus (a) die Werlhe , 

Sy Ö'y 
TOD g~ T g — i zieht und in die gegebene einsetzt, welche dann erfüllt sey n musA. 

Aber aas (a) folgt : 



by + c 



8x ay + bi + d 8i' ay-t-bx + d 

_ a [by + ci+e]' — 2b(by + ox + e) (ar + bx + d) + e(ay + bx + d)' 
<ay + bi + d)' , ' 

so dass die gegebene Gleichung ist 
{«y + bi+d>' + (by + cH-e)'(«y + bz + d) — ■y{by-l-cH-e)' + 2by(by + oi + e) 
(ay + bi + d) — oy{ay + bi + d)' = ft, 
welche Gleichung, wenn man y durch x aus (a) ersetzt, identisch seyn muss, d. h. 
fOr alle möglichen Werthe von x In Erfüllung zu gehen hat. Da diese Gleichung 
anob ist 

(By + bx+d)'[{a— c)y + bx + dl + (by + cH-e)'[bH-dl+'2by(by + oi + e) 
(ay + bi + d) + 0, 
sowhd'ihr genügt, wenn a sc, b = d^O, nnd zwar was immer auch x seyn 
mag. Daraus Mgt nun, dass das Integral der obigen Gleichung ist 

wenn c und c' die willkOrlichen Konstanten sind. (Tergl. §. 118, Nr. 2.) 

§. 120. 
Integration tou DitTerendalgleichnngen dnrch Anfeteigeu sn hohem OrdnongeiT. 
I. Wie bereits 4u §. 101 aagedentet, kann man zuweilen Gleichnngen 
niederer Ordnung dadurch integrireo, dass man zu Gleichungen höherer 



126 AntiMlgaa n bohwit OfduongMi. 

- OrdDDDg, die man aasjeneo bildet, übergeht, vorausgesetzt daw man dann 
die letztern integriren kann. Da man hiednrch aber zn viele Konstanten in 
die Kechniing erhält, so muse man darcb Substitution in die gegebene 
GleicbuDg die überflüssigen Konstanten zu ermitteln snchen. 
1) Han habe etwa die Gleichung 

(H-")'-(H-)-(-i"0=-- ' 

*o folgt doratu dtiroh Differeozirung : 

e* B.x' 

ODd da(Ur2g-^ax: y = —^ + C , disMi Werth aber der Torgelegt«D Gleichung 
nicht genügt , lo itt 



Wertbe in die verwiegte Oleiebung einsetzt, so hat man 
so du« also 

der Torgelegten GleichuDg genQgt, wenn c die willkürliche Eooatante iat. 
2) Hätt« man weiter die Gleichucg 

SO erhielte man hieraas duroh Differenzining; 

und da 



o folgt hieraus, da 1 + ( ^ ) nichts 0: 






welche Gleiehung tuunittelbar gibt 

Gooi^lc 



ÄD&t«igeii la btthem OrdnaiigHL, 1^7 

Setzt taan diese Werthe Ton 7 UDdg— in die gegebene Gleiohung, so wird sie 

• f (.fDV^^^Jl-f =o,.-..:^t(.-.,..-..,..-(„...,.=,. ' 

3) Sej ferner gegeben; 

SO führe man eine neue unabhängig Veränderliche z ein, gegeben durch die Gleichung 
~i=y, wo also ö~<=^ri ist, und erhält (§. 21): 

voraus durch Differenz! rung nach z: . ^ 

j|4-'r=o.d.h.g-.=oi '-;-J?=o,ih.!^-,=o, 

B I Ol BZ oz Bz 6z 

welcher Gleichung nach §. 106 genügt wird durch 

y = C, e' + C, «-■+■■ C,CMZ + C.<mz. 
während 

*-C,iifnz-C,o 



=/'•'=«■• 



e'y 

Da aber auch g—j = X , d. h. Ci e":— C»e~'+ Cjitwz — C(<!o«z= x, so iat 

C ^ , so dass nuin ako 

y = C, e" + Ci e- ■ + C, eo» z + C^mi I, i = C, «• — C, s" ■ + C, «ni — C» oot z 

&'t /SA' 
hat. Setzt man diB»e Werthe in 2 y g-^ — \r^J — ^ =^0 ein, so erhUt man 

2[C, e' + C, •-■ + (!, eMz + C4«Bi][C,e' + C,e-'—C, «MI — CtiÄiz] 
— [C.B'--C,e-' — Cj»nz + C.«a«i]' — [C,e' — C,e— +C,«nz — C,fl<.»z]' = 0, 

d. b. • 

4C,C, — Cj' — C,'=0, 

welch« Beziehung zwischen den vier Konstanten bestehen muis. Ellminirt man 
dann z zwischen den Werthen Ton y und x, so werden von selbst nur zwei Konslaa* 
ten bleiben. Dm diess hi^r herrortreten zu Ia«aen, setze man C, ^Qcoaa, C,^ 
e»in'a, also Cj' + C,'=:e*=4C, C,, C, e(MZ + Ci»»iiz = ße<w{z — «), C,«nz 
— CiC<wz^ßmn(z — a), also: 

y = C,e' + C,e-'+2V^;^«os(z-«).x = C,e'— C,6-' + 2Vc,C,«i.(i— a). 
Setzt man z = a + u, Cie" = A, C,e-'"=B, also AB=:Cj C,^ so ist d zu 
eliminiren zwischen 

y^AeMrBe-'-t-2VÄBeMn,i=Ae'— Be-» + 2VÄB#M"B, 
wo A und B die. beiden wiUkQrlicben Konstanten sind. 



:,,,,. d .GOC^IC 



J28 DieGWd>Mi|j-2i^^2^^,.(y^0. 

II. Ist 

t(.9.1') = (.) 

eine Differentialgleichung erster Ordnaog, vonD gp und tf> die GrOsee ~ 

enthalten, und es sind die beiden Differentialgleichungen 

»=«, i(. = b (b) 

durch EliminatioD von je einer der Konstanten a oder b aus derselben . 
Gleichung 

F(x,r,.,b) = (c) 

entstanden, so hängen a und b durch die Gleichung 

f(«,b)=o (d) 

zusammen und es ist (c) die allgemeine Integralgleicbuiig von (a). 
Differ«D(irt niaii nlmlich die (c), lö ergibt lieh 

and utoa mau mu (e) und (c) J« eine der iwei Koaatanten a und b eliminict, so erbalC inao 
— der Annahm« oteb — die beiden GleictiDDgeD (b). LKut mtin aber a und b imunnien- 
liii^Mi mitteilt (d), «0 gaben die (richtigen) Oteieboiigen (b) sotott die (a). 

Zuweilen ist es nicht leicht, die (c) herzustellen, d. h. thataächlich zu 
zeigen, dass die (b) aus derselben Gleichung stammen. Differenzirt man 
aber die beiden Gleichungen (b) und erhält ans beiden'dieselbe Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, so müssen die (b) aus einer Gleichung (c) 
stammen (§. 102, 111), kennen aläo zusammen bestehen. Klimioirtman dann 
zwischen (b) ond (d) die beiden Grössen b nud —-, so erhält man die Inte- 
gralgleichung von (a) mit der willkQrlichen Konstanten a. 

'ix 

WO <p eine beliebige ^nktion bedeutet. Setzt man 



,ü 



•Q ergibt lieh dnrch Differeniiniug aus beiden : 



QO'- 



Also hat man b und ä~ au elinuairen aus 

y^ = a. y-2xf^ = 2b^, b = »(a), 
woraus 

r' — 2a» = 2a»(»), 



canyGoO'^lc 



Weiter« B^fdele. 



alto ö~ • b, zu eliDuniren Bwlsohen 



6) 
niut eben m> anf 






7) Setit man in der Gleichung 



•)■'=■'■ "'•'^8i = 8i 



y_8y Su_8Vt 



2y,an''"'—\ ,en' 



"2 V 



»•' .j-.C,,'' .^'' i.*'-n 



■0 ergibt sich durch Differenzining nach u : t— ; := 0. Also « und g- lu eliminiren , 

zwi»chen 



wenn a die willkürliobe Konstant«. 

Dlamr*t, DiOkmiial- ■. I«M(Ttf-RHknir. II. 1. Aill. 
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130 Integntioi) ndttelit Saihen. 

§. 121- 

tntegntion mittakt Heihsn. 

Wie in §.101 wird man, venn alle Mittel versucht sind, za der Inte- 
gration mittelst Reihen greifen können. Die Bemerkangen, die wir dort ge- 
macht haben, gelten hier natürlich ebenfalls. Einige Beispiele mögen znr- 
ErläateruDg dienei). 

1) Mao habe die GleichnDg 

■o folgt daraus: 

woraus nun , indem man d — 4 mal nach einander differentirl, (§. 18') : 

e^ X8'y8'y^ B— ' /'fl're'?^._ 8°-' /Bye'A 

Entwickelt man dieae GrQasen, so hat man 

B-^ r*'3'8l7'\ . , P't B— -y n-4 fl'j 8— y 8— 'y 8V] 

_By B^ 11 — 3 8'y B '-'y 8°-*y 8*y 

FQr z ^ ist nun nach einander (n ^ 4 , . . . .) 

67'""^' dp" "6}' 8T*"^*''8^"" 

Bi 
8y 
also da j und g~ für x =^ willkDrliche Konstanten sind, etwa e und c ; 

Wir haben bereits in §. 112, 11 die Gleichung »(f/i — a^ — b'xy = 

integiiit und dort gefunden, dass / ; — - der Gleichung genögt. Die ge- 

J- (v' + b-)'"' 
gebene Gleichung unterscheidet sich von der eben angeRibrten nur durch dos Zeichen 
»on b'; allein y' — b' fikr T' + b* gesetzt, würde ein beatimmtes Integral geben, 
das nicht benntxt werden darf. * Kann man aber das Integral der eben angeführten 



"77- 



, ist nicht inlKsiig , weil fdi t = b , «alehw Vnth 



iwiiehsn und cC liegt, die QrSue unter dem Integialieicben oneodlicb itf.~ [ ^ 



Dia Gleichung Xg^^—a^ + b'iy = 0. ' jgj 

Qleicbung in anderer Form herstellen, welche diesem üebehfatnde nicht unter- 
votfen ist, so wflrde eiu Schluas Ton einem Integrale auf diu andere wohl gestattet 
seyn. Nun ist aber nach §. 87, II: 

J„ b + T' 2 y\> ' 

also weun man nmal nach b differeuzirt: 

y» (b + T*)"*' 2 eb- V Vb ^1.2..n 
Denkt man sioh die zweite Seite entwiob.elt, so werden alle-Qliedei den Faktor 
e~' '* haben, so dass man eine B«ihe Ton.der Form 

■ B-'V'[Ai' + A,i»-' + ] . 

erhält. Daraus scfaliesseD wir, wenn man b^ für b setzt, es werde das Integral der 



angegeben wurde, und worin wir nun A, A, , . . . entwickeln wollen. Sey also: 

y = e- ■■' [A.i- H- An-i 1°-' + A— .1°-' + ] , 

so ist 

^ = -be-'-rA.x- + A,_,i'-'+...] + e—[nA,i— + (»-!) Ä._,i»-»+....I. 

|^ = b'e-"[A,i' + A._ii— ' + ...]- 2be-"[BA,i—'-l- (n-l)A._,x— * + ....] 
+ e- " [n (n - I) A. I— ' + (n - I) (n - 2) An-i i— ' + ....]. 

Seist man diese Wetthe in die Gleichung I gp — ag- — b*xy;=0 ein und 
ordnet nach Potenzen roD x, so ergibt sich: 

i'+'Ib'A.. — b'Aj + i"[b'A,-i — 2BbA.-(r»bA, — b'Ai^H- 

+ 1— [b*A,-,-i-2(n-r)bA.-r + 0i-r-M)(i> — r)An-,+i + »bA,_, ■ 

— (n — r + l)aA._H.i — b'A,__i] + =0, 

woraus nun, indem man die Koeffizienten der auf einander folgenden Potenzen Ton 
X gleich Null setzt, folgt: 

— 2n + a=0 bA,_r[— 2n + 2t + »] — (n — r+I)A»„+,{»-n-+-t) = 

d. h. ■ 

a = 2n bÄ._(2t) — (n — r + l){* + r)A,J,+,=0 

SO dass fUr r = I 

A._i = ' 



,(.+1) 

2.1b ° 


(.-l)(. + 2). 

■ '-= a.a.b '■-' 


(o-r+l) (n+r) . 


• '— 2.,.b '■-"' 




. .. (n-, + l)(i,-, + J).. 


••'"+'>... 



1.2. ..I. (21.)' 
Demnach bleibt An willkürlich ^ C und es ist 

[:,q,?.*nyG00(^le 



' ' 1.2b 1.2. (2b)' 

..1. 



ii(n-M) , 
' 1.2b 

. (n-2)(n-l)D...(n + 3) _. 



1.2. 3. (2b)* 

wo D^-g'^ Diese Beihe ist endlich, wenn n eine positive oder negativ game 
Zahl ist. 

Setzt man — b statt b, bo sieht maa leicht, dass derselben Gleichung ebenblls 

ifenUgt wild, so dass also das allgemeine Integral der Gleichung Xä~i — a ö 

b' x; = gegeben ist durch 

"fa+l) ,-, (°-l) "-•(■' + 2) (n-2)(B-l)..(n + 3) 

2b 2. (2b)' 2.3. (2b)' 



,,^Cc-'-[i- 



"^^ ^ ab . 2(2b)' .2.3.(2b)^ -1---.-J. 

n— 2 a. 

welche OiOtse immer endlich ist, wenn n eine positive oder negative ganze Zahl. 
In diesem Falle läsat sich also die Gleichung in geschlossener Form intagriren (§.111 
und 112). Ist D nicht in der angegebenen Lage, so werden die Reihen unendlich, 
.divergiren aber, bo dass die angegebenen Formeln nicht za brauchen sind. 

Man set2e nun bi für b, so wird das allgemeine Integral der Gleichung 
gegeben aeja durch , 

-2).,.(i. + 3). 



2. 3. (2b)' 




.,...^;-i', 


—1 


(n-2)...(n + 3), 


,., 



2(2b)' 







i— .f=' 


>--'■ ••■ 


Hieraus folgt 

y = (C+C')eMbs[i°- 


(.-!)..(= + 


2(2b)" 



ff 1 fi.,-.b,r °'°+" ,— (■'-2)..(i.+ 3) 

-(c+o-.b.i^-^j— ■ 2.3, (ab)' ' * • 

+ (C'-C)i*.b.[x"-....J. 

D,„„üOhyGoOl^lc 



j;»{a-t-l'i-)d'y + ^(8 + di-)dydi-^(f+g;T")ydi' = 0. 133 

■o dasa, veno C + C' = E, (C — C)i = E': 

.<..„..-.^..p!|±l>.-.-<a=|^^.-.. ],. = !.. 

bt n eine ganze Zahl, ao ist dieser Werth ein endlicber; im anderen Falle ist 
er veiter niulit brauobbar.' ' 

S) x'(H-b»-)5^ + j(o + di~)^ + (f+g."')7 = 0. 

Man setze, um die Gleicbung zu TereiDfochen ; x." ^ a, j^u°£, seist (§.113): 

+ m'Q'[''-^ + Ä'>""-'5-^^n(n-l)>i— z], 
und wenn man diese Wertbe in die vorgelegte Gleichung einsetzt, so erhält maD: 
m*(« + bn)u"+»j^, + [2nni'(«+bl')o-'*' + 'n(m-l)(a + b«)u"' 
+ ni(o + dD)n''+']|| + [a(n-l)m'(ft + bD)n'' + ni(m— l)n(a-^bn)u■ 
^-Jnn(c-^d«)u"+{f-^-gn)u■■]I=0, 
■o dasa, venu n aus der Gleichung 

n(n-])in'a+Qi{[a — l)iia + mneH-t=0 
bestimmt vird, man die ganze Gleichung durch n""^' diridiren kuiD, und eioe Glei- 
chung erhält Yon der Form 

n(ao + b,v.)^+(i,+b,n)^ + a,«^0. 

deren Integration bereits in §. 114, II Terkam.* In manohen Fällen kann jedoch 

* Ist ar^ c=: 0, so ist die BeetimninDg von n nnmaglicb. Alsdann bat man die 
Oleiehnng 

bx^+'^j+di-^'^^ + tf+gi^Jy^O. 

^Setttman hier x"°= — . y = n"i, so isti r^ = — mn ( nn'-' z + u' r- l,i'r-~ 

«odnrch man findet: 

bm'n"+'|^4-[2bn.-<.o" + bm(in + l)u"-dmu°]^ 

+ r(f+ -|-")Q" + bni*ii(n-l)n"-' + bm{m4-l)na»-i-dmnn"-'Jz = 0, 
Bestimmt maD also n am 

g + bm'n{n — l) + bm(m + l)n-dmn=:0, 

[:.,qn..anyGoO(^lc 



die dort ^lehrte lategratioD mitteilt begtimmter Integr&le 'nicht zum Ziele fUbren 
und wir, wollen desshiilb die milteUt unendlicher Reiben anführen. Die obige 
Gleichung, die n'bestimmt, kann auch imagin&re Werthe flir n geben, so dasB dann 
die Koeffizienten in der umgeformten Gleichung auch imaginär werden kUnnten. 
Obwohl dies kein absolutes Hin dorn isB wäre, wollen wir dach n^O setzen, also 
bloss x^^tt einfuhren, wodaroh dann die Gleichung 

^'(». + bo<")5^ + («,+^^)u?^^-(^-^-b,u)y^0. d.h. 
i'(t, + b,>)^ + i{..+b.i)j| + {s,4'b.i)y = 
zum Vorschein kommen wird. Han setze noD 



wo n ebenfalls noch unbestimmt ist, so erhalt man, wenn man diesen Werth ein- 
fahrt: 
Aan(n-l)a, + nt,+a,]x" + [(n+l)nA. a, + n(n-l)A„b„ + (D+l>A,a.+DA„b. 

-(-a,A,+b,Ao]i"' + ... + Ifn + r)(n + r-l)A,a, + (n + r-l)(n + r-2)A^,b, 

+ (n + r)A, a,+(n + r- l)b, A,_i + a, A, +4, A,_,]i'+' + 

welche GrOase = seyn muss. Daraus folgt : 

n(n-l)s, + na,+a, = 0, 

.Ä.[(n-l-l)na„ + (n + l)a. + a,] = -[n(n-l)b,-+nb,+b.]A„ 

A,[(n + r)(n + r-l)>o + (n + r)., + a,l-^-[(n4-r-])(n + .-2)b. + (n+r-l)b, 

+ b,]Ar-l, 

welche Gleichungen nun n und dann A,, A, durch Ag b«stimmen. Im Allge- 
meinen wird es zwei Weithe von n geben, die der Gleichung geniigen, also auch 
zwei Reiben, so dass man das allgemeine Integral geAinden hat. Im besondem 
Falle werden diese Reihen endliche seyo kQnnen. Diess wird dann der Fall sejn, 
wenn für ein ganzes positives r die Gleichung 

(n + r) (n + r ^ 1) b„ + (n + r) b, + b, ^ 
mOglich ist. 

Man konnte jedoch statt der steigenden Reihe eine bllende wählen, also setzen 

y = Ä» X" -H A, I"-' 4- A, !■-' H- . . . . 
und wQrde dann finden; 

Aoi:n(n-l)b„ + nb. +b,]x"*' + [n{n-l)a,A, + (n-l){Q-2)b,A. +iia. ^ 

+ (a-l)b.Ai + a,A, + b,AJx" + .... + [(n~r)(n-r-l)s,A, 
, +(n-r-l){n — r-2)bjA^, + (n — r)a, Ar + {n-r — l)b,A,+,-f-!a,A, 
+ b,A,+iIi"— +,... = 0, 
woraus 



' was Imner meglicb igt, da Dicht b = 0,«o eibUtman, indem man mit u° dividirt: 

ba,'o|^+[2bin' + bm(m+l)-dm]^-l-fz = 0, 
welche Gleichung in %. 110 gehVrt. 
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- n(n — l)bo + nb,+b,=0. 
[(„_l){n_2)b, + {n-l)b.+b,jÄ,^-i:n(n~l)ii, + iia. + i,)lAo. 

[(D-r-l)(n-t-2)b,+(n-r-l)b^ + b.]A,^, = -[{n->)(n-r-l)», 

+ (n-r)a,+a,]A, 

so dMB die Reihe eine- eodliche würde, wenn eine gtuize Zt^il r mOglioh ist, so dau 
(n_,)(n_r-l)a„ + (n-r)a. + »,=0. . 

Begreiflicher Weise könoeii die etwa erhaltenen nneitdliclien Reihen 
nur ia soweit benutzt werden, als sie konvergent Bind. Kann man aie snm- 
miren, so wird man dadnrch auf einen gcschlosseoen Ausdruck gerührt, 
während auch umgekehrt dadurch, dass man fdr die Integralgleichnng 
einerseits nnendliche Reihen, anderseits etwa bestimmte Integrale erhält, 
interessante analytische Resnltate ans der Yergleichung beider gezogen 
werden können. 

§. 122. 

Fortsettang. Die lineare Differeaüalgleiehong. 

I. Um von der so eben gemachten Bemerkung eine Änwendnng zu 
machen, wollen wir die Gleichung 

die zwar zu §. 1 10 gehört, sich aber nach der dortigen Methode nicht inte- 
griren läset, näher untersnchen. 



und fOHmi diesen Werth in die gegebene Glejehnng ein, so erhallen wir 
* — -Ao + (2.IA,— A,)i + (8.SA,-Aj)i' + .... = 0, 

■o dass also 

Ao = 0, 2.1Ä, — A, =0, 8.2A, — A, =0, ...... 

woraua 

*'^T:2*" ^•^1.2.2.3*'* *'^1.2.2.3.3.4*' 

.und wenn A| ^ C : 

Hs ist aber 

.■"-■ = ■+^^^-^^+T^ + ,S..«. 



(!. m- 
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^ + Q ; = dareh eine Reih«. 




-^-^fi 


"-»-i^yf- 


■■— ^/-- 


.(!.42.-ra). 


~ i 2 2 


16»' 3.1 «641* 
■^1.2.3 2.4 2"^ 1..6 


|iii + ...». 43,11). 




= «Vx[I + 


1+2^1 -*'-' = *^ 


'f + ? + (Kj= + -l- 




Daraus ergibt 


ich nun sofort, daas 








c,/.y^.<«««'>^'"-B« 


' 



ein Werth iit, welcher der rorgelegteo Differentialgleichung genügt. 
n. Die Gleichung 

in der P und Q bekannte FanktioD von x sind (§. 107) wird für y^ze-l^>'"Kn 
|^-E. = 0, ,.) 

WO R eine ebenfalls bekannte Funktion von z ist. Setzen wir nan 

i = X, + X.+X, + .... (d) 

wo Xg, X) , ■ . . noch zu ermittelnde FonkUoDen von x sind, so gibt die (c): 

welcher Gleichung etwa gentigt wird, indem man setzt: 

TP"-*'' T^-^»- TP^-^^ 

Die erste Gleichung gibt X,, und die andern dannX,, X,, , . , j^immt 

man an es aey fttr x=a: X,=Ä, -g-5=:B, während X, , Xj, .' '. , 

\-^, -g-^, . . . für x = a Nnll werden, so ist bierans: 

X„ = Ä + B{i~a), X. = /''8i/^BX,8i,X,= /'"8iy"aei /"'öl /"RX,ei, 
u. a. w, 

Es läBSt sich nun aber zeigen, dass mit diesen Werthen die Reihe (d) 
eine endliche Summe haben wird. Sey M der grösste Werth, den R 
erlangt, wenn x von a bis b geht (b beliebig gross, doch so dase alle 
Grössen endlich bleiben), eben so Nder grösste Werth vonX,. Alsdann ist 

/''RX„ei< /'mN8i, d.h. <MN(« — a). {».39.11) 
/'Si /^RX„ei< /"'bxMNU — a), d.h. <MN^~^', 

Ignzrd./GoO'^IC ■ 
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/■'"'/■»■/'"^"</'"""'T#'"<>''''Til'' 

Die Glieder der Reibe (d) siDd also kleioer als die der Reihe' 

S + MN!l=f + «.Ni5^ + 

Die Summe dieser Reihe bt aber ^Nfec- *)''^" + e"'""'' V"], also end- 
lich: mithin ist die Summe der Reihe (d) ebenfalls endlich und bestimmt 
(§.60. IV). 

§. 123. 
Die BicMüiehe Gleiobnog. 
I. Legt man sich die Differentialgleichung erster Ordnnng 

vor, so erh&lt man aus derselben, wenn many = — ^ setzt: 



welche Gleichung, wenn man sie mit x* multiplizirt, gibt 

und ganz unmittelbar zu der in §. 113 allgemein betrachteten Form gehört. 
Sie wnrde bereits in der dortigen Nr. 3 speziell behandelt, nnd es folgt 

daraas, dass durch die Annahme x ^= n°"^' diese Gleichung aaf 

znrDckkommt. Vergleicht man dieselbe mit §. 1 11, §. 112, 1, II nnd §. 121 
Nr. 2, so sieht man leicht, dass sie in geschlossener Form integrirt werden 
kann, wenn 



2(01 + 3) 
eise positive oder negative ganze Zahl ist, d. h. also wenn 



2(ni + 2) ' 2t— I ' 

wo r eine ganze Zahl. In dem besondern Falle, da in der Gleichung (a) 
b = 0, heisst sie die Riccatische Gleichnsg nnd ist also in geschlossener - 
Form iotegrirbar, wenn m= — ^ , wo c eine (positive oder negative) 
ganze Zahl. Der Fall m=:— 2 gehört hieher (e^oQ) nnd ist in der 
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138 dyH-(»x''y'.+ bi->di = 0. dj + <Xj'+X,7 + X,)di=0. 

GleicboDg (b) unmittelbar zu erledigen, da man bier nicht auf die Gleicbung 
(c) kommen darf. Allein alsdann gebort die Gleichung (b) zu den in §. 109 
erledigten Fällen (Beispiel Nr. 1). 

Hat man (c) integrirt, so ergibt sieb das Integral von (b), wenn mau 
n = x»""^' setzt nnd dann folgt y = — 5- ■ D* immer z = Ci z, + C, z, 
(§.107, VI), so ist 



iD ^ = C die (eine) willkürliche Konstante (§.101, Nr. 5). 
II. Anf die Riccati'sche Gleichung iässt sich die Gleichung 



znrflckfUhren. Denn man setze x'*' =z 
gegebene Gleichung 



III. Wir haben unter I. die Gleichung erster Ordnung (a) zu integriren 
gelehrt Hat mau nun die allgemeinere Gleichung 

^ + Xy*+X.y + X, = 0. (f) 

WO X, X, , X, bekannte Funktionen von x sind, und man kennt bereits eine 
Funktion y, von x, welche der (f) genügt, so Iässt sich das allgemeine In- 
tegral (mit der willkürlichen Eonstanten, die wir in y, nicht als vorhanden 
ansehen) leicht finden. Man setze nämlich 
r = ji + n. 
80 wird die (f), da ^ 4-Xy, '-t-X, y, +X, = 0: 

^ + (ay.X + X,)m-Sn'=:0. 

welche Gleichung nach §. 92, II gibt: 

i = e/cr, **».>»■ [C + /xe-''"'.» + !.'•■ Bi]. 

Also ist, wenn /(2y,X + X,)8s ^ y : 

y=j,+- 



C+/Xi 
So z. B. genügt der Gloicbnng 
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oflbobar y ^ s , ao dass ihr Integral iat[(p^ f\ f-l )Bx = 3x]: 



-M 



§. 124. 

DiSbraDtiklglfflehoDgen, die iaxeh nnmiUelbue DifTerMiänuig «oUlMideD sind. BediDgDUg 

der Integrirbarkeit. 

L AogeDommen es sey die Gleichung n"' Ordnung 

v'^'e»* 8i' bi'J ^ ' 

einfach durch Differeozirnng ans der Gleichung 

K-'-n m-" '« 

entetanden, also ff x, y, .... ^^-^} nichts Anderes, als der (vollständige) 
DifferentialqaotieDt von F (x, , ■ „_0 i bo hat man {§. 16) 

und Dtngekehrt 

^(- m-ß(^-' m"- ■ <•' 

II. Soll die Gleichung (c) möglich seyn, so iot djess so zu verstehen, 
dass y eine ganz beliebige Funktion- von x seyn kann, d. h. also, was 
immer aach y sey, die Grösse zweiter Seite muss sich geradezn bestimmen 
lassen. So wäre etwa 

vas immer anch y seyn mag. Man sieht, dass wenn zarAbkQrznng -— = y, , 
g— i = y, , . . . , g— f ~ y. gesetzt wird, Alles daraaf ankommt, dass 

yf{i.y.y.......y.)di (d) 

bestimmt werden kSnne, unabhängig von jeder Beziehung zwischen x and y, 
d. h was immer auch y fSr eine Funktion von x seyn mSge. Gesetzt nun, 
diese Bestimmung sey möglich und es sey 

ft('.7.J, y.)<Ji = F(i,y, )-,,..., y._,), (e) 

to ist, wenn n und v beliebige Funktionen von x bedeuten, ^ aber von x ■ 

Goo'^lc 
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onabhäDgig ist, dabei u,, .. ., u., v, , ..., v, dieDifferentialqQOtienten todii 
uod V bezeichnen, eben so 



/' 



f(i,m-»T.o,-f-,*., ....D,+»iTjdi^F(i,n + »T,n,+»T,,...,n._i + 9>T«_i), (eO 
e^n weil die Gleichang (e) gilt für alle möglicheD Funktiooet) y von s. 
Nan ist aber (§. 16) 

e „ • 8t 8f 8f 

wenn man zur Abkürzung u + yv — y, Un+5P'''ii = yi. setzt , d. b. 

man hat 

'<■— — '■'=>^-.^—^-=" 

and hieraus (§.41): 

lh,u + ,,^+v. .. + ..)-,(x.n,. ''■)-=/.'('J^-^''rr + -' 

...iL).,. ^^ • ^^ ; 

wobei bloBS vorausgesetzt ist, dasä die Grösse v t- + . , . . + v. j — yon y = 
bis 9)— 1 endlich bleibe, was man immer erreichen wird, wenn man die 
beliebige Funktion u gehörig wählt. Wir wollen nns nämlieb denken, in der 
Gleichung (f) sey u eine bestimmte Funktion von x («twa ,0, wenn diess an- 
gebt, oder X, n. s. w.), während v ganz willkürlich bleibe. Können wir dann 



/' 



((l,tt + T,ll,+»,, ...,T1, + Tjdx 



bestimmen für ein beliebiges v, so werden wir auch die Grösse (d) bestimmt 
haben, indem wir bloss v^y — u., d. h. y für u + v setzen. Dabei be- 
merken wir, dass etwa /f(x, u, Ui, ..., o„) dx immer als bestimmbar ange- 
sehen werden muss, da ja n eine bekannte Funktion von x ist, also die Grösse 
f (x, n, — , Dg) nnr x enthält, nnd man mithin eine blosse Integration zu 
vollziehen bat. Aus der Gleichung (f) folgt aber : 

/,(„+.....,..**,..-/<„.. ..,......,.,=y../X.y+..H+... 

ferner ist (§. 27) : 
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r ii , m r dz-arx. et <i /er^. 

y-eK'"='-'ä^-y'-'3;WJ'"='-'»7.— -släsJ 

Setzt man dieee Werthe io obige GletcbuDg eiD, so erhält man 
/"((i,n + v,n, + v....n„ + Tjdi= /f(^D,D.,...,tI.)<iI + 
-^/Äi^rrXw> ^Ä^O- 

m 

III. Da, vie schon bemerkt, /f(x,u,iii,...,D,)(fzalshestiminbaranzn- 
sehen ist; ferner inyj [^ -■■■i^i^Cr^)]^«'. ■■■. bisyj ^9ydie 

Integration nor nach g> geschieht, a und v also konstant sind nad diese In- 
tegrale mithin sämmtlich als bestimmbar betrachtet werden müssen, so folgt 
hieraus, dass /f(x, u + v, ..., Uo + vJöTx bestimmt werden kann für ganz 
beliebige v, wenn 

id derselben Lage ist, wo / Tg ... + 5-^(0 — ) J^*" ~^- Allein bei 

ganz willkfirlichem v ist diese Integration nicht dnrchführbar, wie sich leicht 
nachweisen lässt. Wäre nämlich diese Integration ausfilbrbar , was auch 
immer v geyn möge, so setze man einmal 

v^(i-«r(i-b)'i. 

wo m nnd r ganze positive Zahlen sind, die beide grösser als n seyen , nnd 
wo z eine ganz* beliebige Funktion von x ist, die endlich sey von x ^ a bis 
x=:b. Alsdann werden v, v,, v,, . . , v^Null seyn für x = a nnd x^=b 
(§. 18') nnd mkhin 

wenn man a + v = y setzt. Da nach unserer dermaligen Annahme/ f (i, y, 

j,)di integrirbar ist, d. h. es eine Funktion F(x, y, y, , . . . , y„_i) gibt, 

die joner Grösse gleich ist, so hängt die erste Seite von dem Werthe von z 
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gar nicht ab. Denn dann pind ja die Werthe von y, yi,...| y,-i an den 

Gränzen x= a nnd x=:b denen von u, n, o.^ an denselben Gränzen 

gleich, d. h. man hat 

y^f(i.7.7. 7,)dx=J^^t(T.n.^ ihddx. 

80 dass fix ganz beliebige z seyn mass 

y^tx-a)-(.-b)'.Vrfx=0. (g) 

rV. Können wir also nachweisen, dass diese Gleicbang anmdglicb ist, 
so haben wir damit auch bewiesen, dass /Vv dx nicht im ÄUgemeinea be- 
stimmbar sey. Dazu genagt es aber, etwa m und r als gerade Zahlen sich 
zu denken , und wenn Y von x = a bis x = b dasselbe Zeicheu hat , unter z 
sich eine Funktion zu denken, die in derselben Lage ist; wenn V sein Zeichen 
ändern sollte, z ganz eben so sich zu denken, so dass z V immer positiv 
bleibt. In diesem Falle wird das bestimmte Integral sicher nicht Null seyn. 
Uebrigens wird man leicht sehen, dass m nnd r immer so gewählt werden 
können, dass die Gleichung (g) nicht befriedigt ist, es mag nun zV zwischen 
X ^ a und x ^^^ b sein Zeichen wechseln oder nicht. Demnach ist aacb 
iVvdj. bei ganz willkürlichem v nicht integrirbar, und also anch nicht 
/f(x,y, ..., y,) (ix bestimmbar, es müsste denn seyn, dass T = 
wäre. Dazu gehört aber wieder, dass identisch d. h. was auch y sey, ist: 

welche Gleichung also uoth wendig ist, damit /f(x, y, ...,y,) ds fUr je- 
des y bestimmbar sey, und die auch, wie die vorstehende Entwicklung (f) 
zeigt, genügt, damit wirklich diese Bestimmung durchgeführt werden kann. 

V. Die Gleichung (h) pflegt die Bedingungsgletchung derlntegrir- 
barkeit genannt zu werden. Ist sie erfüllt, nnabhängig von jeder Bezie- 
hnng zwischen x und y, so ist f(x, y, ■ . - , y„) der Differentialquotient einer 
Funktion von x, y, . . . , y,_, ; ist sie nicht erfüllt, so ist diese nicht der Fall. 

Für dieGleichnng (§.96) P-|-Q^ = oder P + Qy, =0ist5^ = ^- 



und y sey. 



Beiipiele. . 

1) 37g| + 2i^ + 2y— 12i = 0, d. b. Syj-, +2x7, +2r— 12i = 0. 

y^'^8i=y]'t3yr + 2i]8, = ^ + 2i. 

■ /(3rT,+2iT,+2Y-»i)<ii = -ex' + ir(^^+2»'), 

d. h. vean man 7^7 setEt: 

/i3yJ-{ + 2i^ + 2y-12x]<ii = -|r* + 2iT-ex*i 
/ Ol Ol z 

d. b. die lutegralgleichnng der vorgelegten ist 

— y*-H2iy-6x' = C. 

2) (Si-x')^ + (e-4i)||-2y = 0. iSx~x')y^ + ('S-ix)r,-2j = 0. 
8y By, 8y, di \.Sj,J - iii'V8y,y 

ey dil.ey.^'^di'V.ey,^" ' 



ey divey.J 

und man kann hier wieder u ^ setzen 



/f{i,n,n„ii,)di = /Öei = Oi 

eo da«3 alao die (erste) Integralgletobnag ist 

<3-2i)y + {3i-i')^ = C, , 
welche Gleichung nun zu §. 92, I gehört. 

. « io!lg-.,g-.(Ü)VJ-iLÜ + .=„, ,„,.,.-.„. 

— 2y.' + — --^y,4-2 = 0. 

,„,._.,_ .,-„..^£ (^) = „,_,„ ^^ © = .0,.-..: . 
8j dxKfij^J dx'KijtJ 8y. <iiV6y,-/ " y' 
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/'[lOvT,— 2{l-l-»iT)]8v^6', — 2-T. 
also irenn l+¥ = y, v^y — 1, so ist da« Integral: 
3, + (,-l)(-y. + -^--i_) + ,.(By._2-j + l) = 6(^)'-2y|| 

+ — + 2.1, 

y 

Dnd wenn diess = C {«esetzt vird, so hat man eine erste Integralgleiehiuig: der Tor- 
gelegtcn Gleichung. 

1,126. 

Anfirtellmig tod Beding;n>igeii, unter deoan eine lineare DiCfersntiBlgleichDng ureiter Ordonng 
durch einen gegebenen Fattoc integrirboi irird. 

EEd'q vorgelegte Differentialgleichung beliebiger QrdnnOg kann zwar 
ganz wohl durch Differenzirnng einer Gieichnng der nächst niederen Ordnung 
entstanden seyn,'man hat aber einen gemeinschaftlichen Faktor ansgevorfen, 
eo dass die vorgelegte Gleichung nicht geradezu ein Differentialquotient ist, 
es aber werden würde, wenn man im Stands wäre, jenen Faktor wieder her- 
zustellen- Wie in §. 98 wird man nun , bei der Unmöglichkeit , denselben 
geradezu zn bestimmen, gewisse besondere Gleichungen untersuchen und 
nachsehen, ob Faktoren von bestimmter Form dieselben auf diejenige Form 
bringen,' die den Bedingungen des §. 124 entspricht. Wir wollen dazu nnr 
Gleichungen der zweiten Ordnung wählen. 

I. Zu nntersuchen, ob die Gleichung 

07*'*' bi'^ (a) 

durch einen Faktor von der Form e" intßgrirbar werden kann , wo a eine 
Konstante ist. Da alsdäun e" (j-^+Xjp + X'y )ein volIstandigerDiffe- 
rentialqnotient seyn soll, so ist ($. 124) : 



By. 'd^KdjJ V6x'^'V 'dx'KöyJ 



seyn. Ist diese Beziehung erfällt, so wird (a) durch den Faktor e" inte- 
grirbar. Für X und X' konstant, bestimmt diese Gleichung die Werthe von 



a (§. 108). Ist aber die gegebene Bedinguag erfüllt, so läsat sieb leicht das 
Integral von (a) finden. Denn ea ist dann (§. 124): 

— = X " il— .- ^('1V\~ .. 

By. • 'er. " ' dxUjJ~'"' ' 
und wenn n = 0, v — y, das Integral: 

yyV-(X-a)e» + J|y^V'8ff = B"(X-a)r + e"^. 
d. h. die lotegralgleichong ist 

welcbe letztere Gleichung zu §. 92, I gehört 

IL Zn antersQchen, ob die Gleichung (a) durch einen Faktor der F'omi 
e'''""^''°integrirbar werden kann. Also ist jetzt 

8y ' 8y. "~ ' By, 

woraus als Bedingungsgleichung folgt 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist dann das Integral: 

,yi.'-"*'-"a,-,y;'(m„-.+.,.").''"*'-"6»+ify^.»"*'-"«,=o. 

d.h. 

Für m = 1 , D = 2 wäre 

X- = (j, + 2yi)X + ^~(p+*Zf^y-2y, 

und also etwa f^i X = 2/x. das Integral von 

-III.'Man soll untersuchen, ob die Gleichung (a) durch einen Paktor 
von der Form x°'e'" integrirbar gemacht werden kann. 



als Bedingungsgleichung ; 

Dleagat, Dlfftrtxiit- n. IgKciil-KtcbnuBi. [I. 2-Aiin. tO ^ 

DiqnzeciüyGoOC^Ie 



rx'-»*^-<mH-Dpx"')X + m(m-l)--t-,.n(2iiH-n-l>l' + ff'n>i«'' = 0,. 
Während die IntegralgleichuDg ist 

..^.■(•-Z+(x-f_„..-.„) = c. 

IV. Man Boir die Bedingungen angeben, unter denen dieselbe Gleichung 
(a) durch den Faktor S s^ + ?' y integrirbar wird, wenn |, g' Funktionen von 
X sind. 

Da jetzt 

(j.,+XT.H-S'j)Uy, + i'7) 

ein Tollständiger Differentialqnottent seyn eoII, so ist 

= r«y. + i'7) + i'(y.-^Xy, + X'jr) = f'r,-t-(X'f-+-Xt')y, + 2X'f'y, 
-X«r, + £'T)+f(y,+XT. + X'7) = t7, + 2Xäy, + (Xi-+X'i)y. 
^ = ty.+i'r, 
so dasB aUo wegen _--(^— J + — (_— J^O seyn muss: 

Damit diese Gleichung ttir alle y erfällt sey, ronss 

seyn, woraus von selbst folgt, dass der Faktor von ^ Null Ist Man sieht 
hieraus, dass wenn man ^, |' als bekannt ansieht, X ans der ersten 
Gleichung mid dann X' nach §. 92, I ans d^r zweiten erhalten wird. 

Wir wollen einmal | = 1 , 1* = b ann«limeD , so hat man 



2X==2b, X — b; 2bX' 
alio wird die Gleiohung 



K»Ia 



integrirbar durch den Faktor r 



Hby. 



Diese Beispiele m9gen gen&gen am zu zeigen , in welcher WeJBe hier 
ZD verfahren ist. 
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BeBODÜerer Satz für die lineareD Diffeiuitialgleichungea. 
V. Sey M eine Fonktion von x, ohne y oder Differentialqaotienten von y, 
und iugleich ein integrirender Faktor der Gleichung (§. 10'7) 

WO Pb , . . . , Pu ebeofalla bloss Funktionen von x vorstellen. 
Wegen §-124, IV mnss also seyn : 

j,P.-^(MP„_,) + ^(MP„-,)- ±^„{MP,)=0. (o) 

Entwickelt man die hier vorkommenden Differentialquotienten nach 
§.18', so nimmt die (c) folgende Gestalt an: 

wo 

n BP, ii(n — 1)B'P, n — 1 B P, , „ 



D(n-l)..(n-r+l) 8'P. (p-1) (n-2)--(p-r+l) B^'P. 

1.2...r 8i'' 1.2...r— 1 Bi'"' 

n — r+1 ep^ 



+ P,.... . 



Hieraas folgt, dass jede Funktion von x, welche der Gleichung 

genügt, ein integrirender Faktor der Gleichung (b) ist. 

VI. Sey nun aber N, ebenfalls eine blosse Funktion von i, integriren- 
der Faktor von (d'), so wird man eben so N zu bestimmen haben ans 

WO wieder 

B. = Q..B.=f ^-Q. B,- 1.2.. ,r -äF"-'^*^ 

Setzt man aber obige Werthe von Q,, Q,, ... Q, hier ein, so erhält 
man: 

p(ü-l)...(p-r4-l) 8'P. 
^- 1.2... r 8i' 

(n-l)(o-2)...(p-r+l) ü_ 8T„ tD-l)(D-2)..(n-r+l) B-'P , 
1.2...r-l 1 »»' 1.2....r-l 3 1^' 

(„-2) (ö-r + l)n(n-i)8'P, („-%... (r,-T-¥ 1} n-l Ü'-'V, 

■• l..,.r-2 TT" b7' l.2...r-2 1 B i'- * 

. (i.,-2)..(n-r+l)8'^^Pt 
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, n(n-l)...(ii-T+l) a-P, 



KP,. 



Diese Qrösee ist aber gleich P,, da ansser dem letzteo allein stehenden 
Gliede alle' senkrecht nnter einander stehenden sich aaf lieben. Es ergibt 
sich diegs ans der Gleichuog (18) des §. 18', wenn man dort setzt: 
b= — (n — r+1) und 



Demnach ist die (e) : 

p,»ip+p,|r;i+....p„,;_£^.p.»=o, 

d. h. N ist ein Werth, welcher der Gleichung (b) genügt. 

Man sieht daraus folgenden Satz : 

Jeder Werth von z, aie Funktion von x, welcher der (d') ge- 
nügt, ist ein integrirender Faktor der Gleichung (b), und umge- 
kehrt, jeder Werth von y, als Funktion von 2, welcher der (b) 
genügt, ist integrirender Faktor von (d'). 



Siebzehnter Abscfauitt. 

Von den boBonderen Auf Ittsimgen der BifferentiaLgleichniigen. 

§. t26. 

Begriff der bmoDdem AnflOtang. 

I. Schon in §. 100, II haben wir gesehen, dass es zuweilen Auflösungen 
von Differentialgleichungen der ersten Ordnung geben kann, die keine will- 
kürliche Konstante enthalten, aber auch nicht ans der allgemeinen 
Integralgleichnng hervorgeben, indem man bloss der willkür- 
lichen Konstanten einen bestimmten Werth beilegt. So w&rde in 
dem dortigen Beispiele 4 sicher nicht die Gleichung x' + y* ^ a* aus y ^ 
C z + a yi+C ' zu erhalten seyn, man möchte der Konstanten C irgend 
Reiche Werthe beilegen. Solche Auf lösnugen faeissen wir besondere Aaf~ 
lösnngeu, im Gegensatz zu dem Integral oder der Integralgleichnng. 

Gesetzt also, die Gleichung erster Ordnung 

W 

■[:,:„, zod./GpO'^lc 



'(-K)= 
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habe zur allgemeineii Integralgleichang 

F(i.y.c) = 0, (b) 

wo c die wiltkUrliche Konstante vorstellt, so wird jede besondere Form, die 
aus (b) dadurch folgt, dass man der c einen bestimmten, n&tUrlich von x 
unabhängigen Werth beilegt, ein besonderes Integral von (a) darstellen. 
Wird dagegen die Grleichnng (a) aach noch befnedigt durch die Gleichung 

*(x,y) = o. ' (o) 

in der eine Konstante,. die in (a) nicht ist, nicht vorkommt, und es ist nicht 
möglich, die Gleichung (c) aus (b) zu erhalten, indem man der dottjgen 
Grösse c einen bestimmten Werth beilegt, so wird (c) eine besondere Auf- 
lösung der Gleichung (a) seyn. 

Oeometrisohe Themfe. 

II. um uns die Möglichkeit einer solchen besonderen Auflösung klar zn 
machen, wollen wir wieder zn der bereits in §. 90, H angewandten Betrachtung 
zurttckkehren. Wir haben dort gesehen, dass man mittelst der Gleichung (a) 
immer ,eine Reihe von Kurven verzeichnen könne, deren allgemeine Gleichung 
die (b) ist, während jede einzelne dieser Kurven dadurch erhalten wird, dass 
die Konstante c einen bestimmten Werth annimmt. Denken wir uns nun die . 
(nnendliche) Menge dieser Kurven, die wir als anmittelbar aufeinander 
folgend denken wollen, d. h, so, dass in je zwei auf einander folgenden die 
Werthe der Konstanten c nur unendlich wenig verschieden sind, so bat j^de 
einzelne dieser Kurven die Eigenschaft, dass der ans ihr folgende Werth von 
77^ derselbe ist, wie er aus der Gleichung (a) folgt, wenn man für,z und y 
die dem betreffenden Kurvenpunkte zugehörigen Werthe wählt. 

Gehen wir etwas genauer auf die Sache ein, ^s- S9. 

so werden wir uns auch so aussprechen können. 
Gesetzt FG sey eine der betreffenden Kurven , M 
ein Punkt derselben, dessen Koordinaten x und y 
sind, M ein zweiter Pnnkt, dessen Koordinaten 
x + iix, y + JyFcyen, wozf7i = DE, Jy = QN 
ist, so wird der Werth ^y^)' ^'^ *r *us der 
Kurve folgt, nichts Anderes seyn als das r-, das ans (a) folgt, wenn mau 
in (a).fBr x und y die Koordinaten des Punktes M setzt. Wag wir so eben 
von einer Kure gesagt haben, gilt von allen andern.^ 

Denken wir uns nun weiter, diese Reihe von Kurven sey so beschaffen, 
dass je zwei unmittelbar auf einander folgende sich schneiden (in einem oder 
mehreren Punkten), und man ziehe durch diese Dnrchschnittspunkte je zweier 
auf einander folgender Kurven selbst wieder eine stetige Kurve, so wird diese 



'^ 



.gic 
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ebeDfatls Werth von —^ liefero, wie sie ans der G-leichaag (a) folgen. Dean 
anf der oben betrachteten bosonderen Enrve FCr liegen zwei ebander unend- 
Itcli nahe solcher Darchschnittapunkte, der eine (M) als Durchs chuittsponkt 
der Kurve FG mit der vorangehenden, der andere (N, wenn MN nnendlich. 
klein) als aotcher Durchschnitt spankt mit der nächst folgenden Kurve. Da 
die Deue Kurve nun durch alle diese Darchschnittspunkte geht, so hat sie 
mit der Kurve FG zwei einander unendlich nähe Punkte (M und N) gemein- 
schaftlich, und folglich wird der Werth von ör(2^), wie er fbr den Punkt 
M aus der Kurve FG folgt, nothwendig derselbe seyn, wie der Werth der- 
selben Grösse für denselben Punkt aus der neuen Kurve, Da der eine 
. der (a) genügt, so genllgt also auch der andere derselben Gleichung. 
. Hieraus folgt aber ganz offenbar, dass die Gleichung der neuen Kurve eheii- 
falls der (a) genügt und eine willkürliche Konstante sicher nicht mehr ent- 
hält, da diese Kurve eben nur eine einzige ist. Es folgt hieruis noch , 
weiter, dass ausser den anfänglichen Kurven, deren Gleichung (b) ist,, nur 
noch die neue Kurve aus (a) folgt, also weitere Aunosungcn nicht 
mehr vorhanden seyn können. 

Die neue Kurve pflegt die einhfillende Kurve der frühem ge- 
naont zu werden, nnd da sie mit jeder der letzteren zwei unmittelbar anf 
einander folgende Punkte gemeinschaftlich bat, so folgt unmittelbar daraus, 
dass sie mit derselben jeweils eine gemeinschaftlich berührende Gerade hat, 
oder alle jene Kurven berührt. Ist nun diese einhöllende Kurve 
Dicht selbst eine der früheren, so ist ihre Gleichung die gesachte 
besondere Auflüaung. 

III. Soll man also die besondere Auflösung der Gleichong (a), deren 
allgemeines Integral (b) ist, aufsuchen, so ist die Aufgabe darauf zurück- 
geführt, die einhüllende Kurve der durch (b) ausgedrückten Kurv.eu zu 
suchen. Seyen nun c, c + <ic zwei auf einander folgende Werthe der 
Konstanten c, so werden die Gleichungen 

F(x.r.e)=0, F(i.y,6 + Jc)=0 (A) 

auch zwei auf einander folgenden Kurven zugehören, uud die Koordinaten 
ihres Durchschoittspunktes werden erhalten werden, wenn man x und y ans 
diesen beiden Gleichungen bestimmt. Ans den zwei Gleichungen (d) folgt 
aber -auch 



F(i.y,e) = 0, 



F(i.y.c+ 4 c)-F(i.T.c) . 



welche zwei Gleichungen eben so gut zur Bestimmung von x und y verwendet 
werden können, da sie die (d) TollstSndig ersetzen. Die letzte dieser 
Gleichungen gibt, wenn man de unendlich abnehmen lässt, was man 
muBB, wenn die zwei Kurven unmittelbar anf einander folgende seyn sollen: 
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- — ''^'^ =0, gemäss den GruDd-ErkläroDgen in §.11, so dass also die 
£vei Gleichungen (d) zu ersetzen sind durch 

Ffc,,.) = 0, 51^ = 0. «■) 

aus denen die Koordiuaten des Dorchschnittspunktes zweier uQinittelbar auf 
einauderfolgenderEurvenhervo.rgeheD müssen."' Istes nicht möglich, dieselben 
hieraus zn bestimmen, so besteht eben ein solcher Durch sc hnittspunkt gar 
uicht. Letzteres wird dann immer der Fall seyn, wenu x und y in der zweiten 
Gleichung (d') nicht vorkommen, in weichem Falle dieselbe für c einen 
bestimmten Werth liefert. 

Bildet man nun aas den Gleichungen (d') eine neue Gleichung 

-pU.j) = 0, (-), 

indem man c zwischen beiden eliminirt, so wird diese Gleichung nothwendig 
die der einhulleuden Kurve also die besondere Auflösung von (a) seyn. 
Depa die Koordinaten des Durcbschnittspnnktes der Kurven (d) genügen 
der (e), und da in letzterer c nicht vorkommt, so wird diess der Fall seyn, 
was auch immer c seyn mag, d. h, für alle möglichen Durch schnittsp unkte, 
so dass also die (e) die gesuchte Gleichung ist. 

Wir haben so eben die Theorie der besonderen Aafldsungen aus geome- 
trischen Betrachtungen abgeleitet, die immer den Vortheil grösserer An- 
echaulichkeit, dagegen auch den Nachtheil geringerer Allgemeinheit haben.' 
Es ist jedoch ziemlich leicht, auf analytischem Wege zu denselben Ergebnissen 
. zu gelangen. 

Aaaljlliehe Theorie. 

IV. Ist (b) die allgemeine Integralgleichung von (i), so muss aus den 
Gleichungen 



■ Hau kannte so dieser Sehlassweise Anstand findet). Ei laut (ich jtdoeh die Siehe 
auch etvai anders danteilen, so dass krin Zveifel mehc cbwalteo kann. Bestimmt man 
nSmlich ans den iwei Gleichangen 

velche jedenfalls die (d) ersetzen, die Werthe Ton i und y , so bat man den Durchschnitts- 
pankt der Evei zu c and c+ Je gehörigen Euiren, Lftsst man dann in den so gefondeaen 
Weithen ilo abnehmen (gegen Null gehen), so -wird man eben die Koordinaten der Dareb- 
sohnittEpnnkte toq iwei sich naher rüokendea Karren erhalten. Gebt man zur OrSnie über, 
d. h. lAsit J c unendlich klein weiden , so hat man eben dadurch auch die Or&niweitbe von 
I und j, A. h. die Eoordliiaten des Darchichnittspunktea Eweier unmittelbar auf einander 
Celgender Karren gefimden. '- Ob man aber anfSngUch oder acbliBisUcb Je onendli^ Idein 
(«tie, macht im Resultate keinen CuterEebied. Zieht man das Entere vor, so bat man dia 
DaittelluDg im Teite. 
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wenn man zwischen ihnen c eliminirt, derselbe Werth von r- folgen, wie 
ihn die (a) liefert Denken vir ans aber einmal, c sey Djcht mehr 
konstant, sondern eine Funktion von s nnd y, so wird die Gleichung (b) 
durch Differenzirung geben 

8F eF8y erj'eo Bcey\_ 

Ol öyoi öcvoi öyo ly 
soll iion darch Elimination von c ans (b) und (g) eine Gleichung entstehen, 
die denselben Werth von ^ wie (a) d. h. wie die aus den (f) entstehende 
Gleichnng geben soll, so m&ssen die (b) und (g) der Form nach mit den (f) 
zusammen stimmen. Diess ist aber der Fall, wenn c eine Funktion von x 
nnd y ist, bestimmt durch die Gleichung 

Gibt diese Gleichnng wirklich c als Funktion von x nnd y, d. h. enthält sie 
ausser c wenigstens noch eine dieser Veränderlichen, so wird diese Funktion, 
in (b) f^r c gesetzt, eiue Gleichung liefern, die als Auflösung von (a) wird 
angesehen werden müssen. Denn dann gibt (b) zwei Gleichungen, die ge- 
nau die Form (f) haben, nnd aus denen durch Elimination von c dasselbe 
folgt wie oben. Man sieht, dass diess ganz dasselbe ist, was wir in III auf 
geometrischem Wege aufgefunden haben; namentlich ist (g') die zweite 
Gleichung (d'). 

Allein der analytische Weg gebt einen Schritt weiter. Gesetzt näm- 
lich es sey ö^^q"! ^i P 0"*^ Q Funktionen von x und y sind, so werden 
die Gleichungen (f) seyu: 

F(i,y,c) = 0.Q^ + p|| = O 
und die (g): 

Ol Ol ocVBi Byoiy 

und diese Systeme werden auch zusammenstimmen, wenn Q = 0. Bestimmt 

man also c als Funktion von x ans der Gleichnng Q = 0, so kann die 

durch Elimination von c ans dieser Gleichung und (b) hervor- 

' gehende Gleichung auch eine besondere Auflösung von (a) seyn. 

Es ist aber wohl möglich, dass dem nicht so ist, da die Annahme Q=0 
gegen die vorhergehende Mnltiplikation mit Q streiten könnte, so dass man 
im besondern Falte sich versichern mnss, ob die gefnndene Gleichung über- 
haupt eine Lösung von (a) ist, oder nicht. 



lyGoo^^lc 
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Y. Da aach ä^=r~> bo genügt oatQrlich (b) anch der GleichDDg 



'C-"i)=°- 



<•-) 



nnd eine besondere Äaflösang der (a') ist auch eiDe von (a). Statt der 
zweiten Gleichnng (F) wird man jetzt schreiben 

Bx6f By 
und statt (g) : 

8i By 6y 8c VBxBy By,/ ' 



c zwischen ihr nnd (b) zq eliminiren, to einer besonderen Aafifisang von (a) 
fahren kann. 

VL Wenn in IV nnd V gefunden wurde , dass die Elimination von c 
zwischen (a) nnd einer der Gleichangen Q = oder Q' = (d. h. ö— = ** 
oder^— = cc)zn einer besondem Anflösnng fahren It&nne, so war diegs 
nor desshalb richtig, weil.z. B. in der zweiten Gleichung (h) alsdann die 
GrSsse Q t— NqII war, also die (h) mit den (f) übereinstimmten. 

Gesetzt nan aber, es haben die beiden Grössen g— , g— einen gemein- 

hchaftlichen Faktor, so wird derselbe in Q|— nicht mehr vorhanden seyn, 

8F 
indem <J= ^ also q|^=p4^\ Setzt man also diesen Faktor Nall 



[wodnrch die (g*) erfnllt ist], so wird derselbe keine besondere Anflösuog 
geben. 

Ganz dasselbe gilt nach V natürlich anch von einem den Grössen jj. 
— gemeinschaftlichen Faktor. 

VII. Denkt man sich die (b) nachx oder y anfgeiSst nnd ermittelt dann ^ , 
so wird die Elimioation von c ans 



e;y 



F{x,y,o) = 0, ^ = O,oderF(i.y,c)=0. g^ = 
alle besondern AnflGsnngen geben. 

[:,qn..anyGoO(^lc 
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- Man hat nSmlich zar Bestinimang von g^ > jp - 

d. b. 

Q Be 8e ' Q' B.c Be 
oder 



Die zweiten Seiten sind Null, wenn — — 0, oderQ = 0, Q' = 0, 
voransgesetzt, dass nicht in r— and -^ (d. h. g— }. oder in g— und ^t (d. h. 
^J ein gemeinschaftlicher Faktor sey (den man gleich Null setzeu will). 
Diess nmfaast aber alle betrachteten Fälle. 

Daai msn diese« ReaultAt andi onmittelbar Sndat, iat begieiflicb. Sa folge etwa ans (b) : 
y = 9'(x.c). (1) 

Betrachtet mui hierin o al« konitsnt, (o hat man 

By^8ff(.,c> ^^j 

nnd die EUminatlati tdh e swiscbeD 0) ""d (m) fübrt lu (a). 
Betrachtet mau aber c ab Fauktioo tod i, to gibt (1); 

dx Bi Öo 8i' ' ' 

welche Oleichuig der Form aacb mit <m) abereinatiinait, venn 



Der Oleichimg (p) viid geniigt dnrdi — ^ 0, d: b. c eine KoDStaute, was oatttrlich hier 
anzulSuig{«t; dann aber' auch doreh 

!|=o,a.h.|J=o, 

wa^ auf die Behaaptiing, die wir oben aufgestellt, führt. Eb^ so folgt der xweita Theil. 

Wir bemerken hieiu nur noch, dass es immer leicht ist zu entscheiden, 
ob das gefundene Resultat eine besondere Auflösung, oder ein besonderes 
Integral ist. Wäre es letzteres, so raüsste die Elimination von y oder x 
zwischen (b) und (c) oothwendig für c einen konstanten Werth liefern; ist 
diese nicht der Fall, so ist die Gleichung (c) eine besondere Auflösung. 
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.. 'Beispiele tn §. 126. 

1) Die Gleicbuag ^ 

bat zum allgemeioen Integral 

y^cx-l-V'W(S.I0O,II). 
Daraus folgt, iadem man nach o differenzirt; 

= .-f-V(o). 
und wenn man c zwischen dieser Gleichung und y ^= oi -+-(/) (c) eliminirt, so erhält 
man eine Auflösung der Gleichung. Jlese Auflösung ist nothwendigieiue besondere, 
denn sie gibt Jp' (c) =^ — 3, also auch y = — >^' (0) + ip (o), woraus sicher nicht 
gleich einer Konstanten fo]gt. 

2) Die Gleichung 

bat zum atlgemeinen Integral 



Baraue, indem man nach c differenzirb; 



Auflösungen der vorgelegten Gleichung, die ihr wirklich genügen. Sie siQd auch in 

dem .allgemeinen Integral nicht enthalten. Die Grüssen 0— , j~- sind —1 und -g" + 

2i 

^, von denen nur die letztere filr c ^ unendlich werden kannte, was aber niobt 

zulässig ist. 

3) Der Gleichung . 

fly . , öv 

genügt (§. 120, U): 

i' + y'-2oi — 2y((c) = 0, 

so dasa die Elimination Ton c zwischen dieser Gleichung und 

n-jr(c) = o 

ebenfalls eine besondere Auflösung gibt. 

4) Dm die Gleichung 
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By . ^ By 1 



■u integrireD, hat man in §. 92, It: m=:2, X^ — --, 5, ^ — , also ist die Inte- 
rrateleichDDfl: : 

Differenzirt man hier nach o, so fKlIt c gans weg und es ist alao eine Elimination 

6F ep 

nieht mdgliah. Femer ist t— ^= — 2oi, r— - ^ 2 y, und alle diese können nicht 
= OO gesetEt werden. Demgemäss hat die Gleichung Xeine besondere Auflösung. 
6) Für die Gleichnng 

findet man naoh §.101, I als ^gemeines Intogral 



Also ist c zn elitniniren zwiaohen dieser Oleichnng und X i^O, c=i + 'V^z, so 

dass der gegebenen Gleiohung als besondere Auflösungen genügen: j^2xV'x 
und 7= — 2x Vx, die beide im allgemeinen Integra] nicht enthalten sind. 

6) Der Gleichung 
genOgt (§. 101, Nr. 2): 



Also erhält man eine Auflösung dorch Elimination von c aus dieser Gleichung und 

= 0, (b — e>'-+-abi' = 0, 



so dass 
d.h. 



^(b-c)'- 

=±iy"— ab. c=b+i 



y' = b — a'i' + 2iV— ab. !r*=b — ai' — 2iV— ab 
ebenfoUs als besondere Auflösungen der Gleichung genügen. 
7) Der Gleichung 

genfigt 

wollte man hier nach c dilferensiren , so erhielte man c nicht; 5~ist — ^««"^^ 

.Goo^^lc 



Auflösung der gegebeuen Gleichnag, 



, welche letztere GrCsse uuendlioh ist tut iL=-a. Allein diess ist keioe 
der gegeben e. 
8) Der Gleichung 

genügt (§.95, Nr. 2): 



Da hier g^'^ — I , so kann man diess nichts setzen. Dagegen ist 5 — ^ 



,/—l ä ri /-i 1 1 ~ ""^ '*'*^^ GröBBO ist = QO , wenn Vx'+j' ^ x, 

j' = 0, y = 0, welcher Worth wirklich der Gleiohnug genflgt, aber auch aus dem 
allgemeinen Integral folgt, wenn c = 0. 

9) Der Gleichung 
genflgt 

r=c+Vx'+y'-»'. 

Daraus folgt 



81 V'i'+y'^a' 
was ^ CO ist für x' + y' — »' = 0. Diess genQgt der vorgelegten Gleichung und 
ist eine besondere Auflösung. 

10) Die Gleichung 
hat als Integralgleichung (§. 101, I); 

Also hat man □ zu eliminiren zwisohen dieser Gleichnag und 

3c' + 4cx + i' = 0, 
»US weloh letzterer folgt . 

Seist man diese Werthe in den von y, so ergibt sich 

y = — '2^1* oder r=0, 

wovon der erste Werth eine besondere Auflösung ist. 



...Giwgle . 



158 • I>^ b«>ODdcre Anfldsiuig maoht im iDtegriteadeD Faktor aaendllch. 

§. 128. 

VerliBltDiiB EUm integrirendSD Fkktor. Aufgabe. 
I. Gesetzt die Differentialgleichung ' 

auf welche Form f durch AaflöseD nach g- j jede Differentialgleichnng 
erster Ordnung gebracht werden kann, habe die Grösse /t zum Integrirenden 
Faktor (§. 96, II). Alsdann ist ,1* (^P + Q ^^ ein vollstSndiger Differen- 
tialqnotient, nnd es foigt aus (q): 

fp(p + (i^^^d^^-C, (r) 

als allgemeine Integralgleichang. 

Hat nun (q) eine besondere Anf lösnng, so genagt dieselbe wohl der (q), 
nicht aber der (r). Zieht man also y aus der besondern Auflösnng and setzt 
diesen Werth io/itf P+Qg-J, so darf diese Grösse nicht Null werden, weil 

sonst die besondere Auflösung ja der (r) genfigen würde. Da aber P+Qr^ 
dadurch Null wird, so muss nothwendig ju = oo werden. 

Daraus folgt also, dass jede besondere Auflösung den integri- 
renden Faktor unendlich macht. 

Ist die Gleichung (q) unmittelbar integrirbar (§. 96, I), so tat ihr inte- 
grirender Faktoir gleich 1 , und kann also nicht oC seyn. Demnach hat eine 
derartige Gleichung keine besondere Auflösung. 

U. Jede Differentialgleichung (a) [§. 126] hat aber eine Integral- 
gleichung (b) mit einer willkürlichen Konstanten (§.dO),~ löst man letztere 
nach c anf, und heisst sie dann 

9(i,y) = e, 
woraus folgt 

, 'f.^'^'d'"- ^ '■> 

so muBS die Gleichung (s), da sie c nicht mehr enthält, nothwendig mit der 
(a) ühereinstJmmen, so dass, wenn letztere nach ^ aufgelöst wird , die (s) 
zum Vorschein kömmt 

Die (b) hat aber, als unmittelbar integrirbar, nach I keine besondere 
Auflösung. Hat also die (a), obwohl sie mit (s) übereinstimmt (nicht aber 
identisch ist), eine besondere Auflösung, so kann diess nur daher rühren, 
dass ein in (a) vorkommender Faktor, der bei der Auflösung nach,g^ 
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wegföllt^ also eigenUicb iler Gleichung flremd 86711 wird, durch die beeoiidere 
AuflöBDiig za Nnll wird. Ist v dieser Faktor, so wird also aus (a) folgen 
miisseo : , 

und — ist dann der integrirende Faktor (der durch die besondere Anflösnng 
also <X) wird). 

Daraus ergibt sich, denn anch sofort, dass die besondere Auflösung 
die Differeotialgleichnng nicht ersetzt, was bei der allgemeioeD 
Integralgleichung der Fall ist. 

ni. (Aafgabe.) In der Gleichnng 

F(i,T,..b) = 0. ■ (m) 

in der gewisse Konstanten a, b vorkommen , diese so gegen einander zu be- 
stimmen , damit der aus (m) hervorgehenden DifTerentialgleichnng erster 
Ordnung die gegebene Gleichung 

*(x.y) = ' (e) 

sls besondere AnflOsung sukomme. 
Differenzirt man (m), so hat man 

Bi 8y 8x • ^ ' 

aus welcher Gleichung a, und das von a abhängige b, mittelst (m) zu. elimi- 
niren sind. Soll aber (n) eine besondere Auflösung seyn , so muss der aus 

81 BtB» 
folgende Werth von r^ der vorhergebenden Diffbrentialgleichang genügen. 

Man muss also haben 

8j.8F^8y8F 

8 y 8 1 8 X e r ' ^ ' 

in welcher Gleichung a durch (m) zu ersetzen ist. Die Gleichungen (m), 
(n), (i) mnssen also zugleich bestehen ; eliminirt man mithin zwischen ihnen 
X und y, so erhält man diejenige Gleichung, die den ZnsammeDhang zwischen 
a und b gibt 

Soll z. B. deransf^az + b herroT^henden Differentialgleicliung als be- 
sondere AuflOsuni^ zugehoren x' + y' — t' = 0, so ist jetzt x und y in elimi- 

y = «H-b, i'-l-y'!=r', i + ay = 0, worani b' = (l + a*>r'; 
also nrass y^as-l- 1 Vi +»' seja, und der hieraus folgenden Gleichung gehOrt 
wirklich i* + j'=r' als besondere AuflQsnng zu (§.100, Nr. 3). 

Man sieht leicht, dass die hier behandelte Aufgabe, geometrisch ge-i- 
fasst, auch die ist: b als von a abhängig so zu bestimmen, dass die durch 



1 60 Harttdlong dei beiondera AvilOmiag hat der DifferetilJalBlriebtuig. 

(ra) aUBgedrKckteD Kurven die durch (n) ausgedrSckte Kurve zar eiuhöllen- 
den habeD. 

Wftro etwa die (m) 

r'^ii + b. 
Bo drückt sie Parabeln aas , und wenn der Krei« x* + y* — r* = die einbOlleiide 
Kurve »Byo sollte, »o wären x und y lU elimiDiTen aua: 

y' = ai + b, »' + r'=t'. y(2x + a) = 0. 
Die letete aielohungr «erfällt in swei: y=0, 2t+»=0. Die erite gibt b'=ft'r', 
b = ± a r ; die zweite b = -7- + '*. '<» ^ä** »**<• 

y'^«i + ar, oder y* = « I + -7- + r'. 
Tan welchen Gleichungen jedoch nur die letst« die Aufgabe last. 

|. 129- 

HenlellDng der beiondem Aaf lOsaiig fto» der DifferentiaJgleiehiuig. 

I. Wir haben in §. 126 iiamer voransgesetzt, mau kenne die atlgemeiue 
Ifitegralgleichnng der vorgelegten Differential gl eichnng und haben daraus die 
besondere Änfifisnng, veno eine Belebe vorhanden war, abgeleitet. Allein 
in gar manchen Fällen ist man nicht im Stande, das allgemeine Integral aaf- 
zofinden und soll trotzdem die besondere Anflösnng, die etwa vorhanden ist, 
ermitteln. Um diess beweitstelligen zu können, wollen wir nochmals anf das 
Wesen der besonderen AnflSsnngen eingehen. 

Wir haben gesehen, 'dass die besondere Anflßsnng nichts Anderes ist, 
als die Gleichnng der einhüllenden Kurve all' derjenigen Kurven, deren 
Konstruktion mittelst der gegebenen Differentialgleichung möglich ist. Diese 
einbullende Kurve kann aber durch die Dlfferentiatgleichnng nicht verzeichnet 
werden, obgleich sie ihr genügt, wie aus den Betrachtungen des §. 126 und 
§. 90 wohl deutlich hervorgeht. Sehen wir »nn näher zu, worin der Grund 
dieser Unmöglichkeit liegt. 

Alle in dem allgemeinen Integral enthaltenen Knrven können vermittelst 
der gegebenen Differentialgleichung konstrnirt werden, und nicht nur die 

Werthe von y, wie sie aas jeder folgen, sondern anch die von ^, ^ 

genügen der gegebenen Differentialgleichung, und zwar desshalb, weil man 
auf jeder Kurve n unmittelbar auf einander folgende Punkte annehmen kann, 
die sieb nach dem durch die Differentialgleichung ansgesprochenen Gesetze 
(das in der Kurve bildlich dargestellt ist) folgen, so dass dann (§; 56, 1) die 

Werthe von g-. s~i''-'e~r nothwendig sich ans der Kurve so ergeben 
mttsssen, wie die Differentialgleichung sie geben wird, wenn man dieselbe 
weiter differenzirt Kanute man auf der Knrre nur zwei Punkte annehmen. 



Hantollong der bBWDdem Auf IBmig ftur an Dillbr«nti4l|^tlelHi^[. 

die nnmittolb&r aaf einander TolgeD, so würde nur r 
der Differentiaigleichnng; könnte man nur drei Punkte annelinien, eo würden 
bloss g^, T-i dieselben seyn, wie auB der gegebenen DifFerentialgleichnng, 
a. 8. w. 

Betrachten wir nun die einhDllende Kurve, so liegen von derselbei) je 
nur zwei unmittelbar aufeinander folgende Punkte auf einer und derselben 
von den durch die Dtffereatialgleichong gegebenen Karren, sodass also auch 
blossder aus der einbeulenden Kurve gezogene Werth von ^ derselbe ist, 
wie der ans der Differentialgleichoag gezogene, w&hrend der ans der ein- 
hSlIenden Knrve gezogene Wertfa von t-^ ein anderer seyn muss, als der von 
g-^, den man ans der gegebenen Differentialgleichung zieht Da«B es mit 
den höheren Differentialqootienten dieselbe Bewandtniss haben wird, ver- 
steht sich von selbst. 

Differenzirt man also die vorgelegte Differentjalgleichnng nochmals, so 
mnss der so erhaltene WerUi von ^-^ verschieden seynvon dem, den die be- 
sondere Auflösung gibt, so dass letzterer ans der differenzirten Gleichung 
nicht gefiisden werden kann. Würde man aho in die neue Gleichung den- 
jenigen Werth von J einsetzeo, der der besonderen AnfiOenng zukommt, so 
mnss eine Bestimmung von 0-7 geradezu unmöglich seyn, nnd umgekehrt, 
wenn diese Bestimmung für einen gewählten Zusammenhang zwischen z nnd 
y unmöglich ist, so kann dieser Znsammenhang eine besondere ÄnflOsung 
der Gieichong seyn. 

IL Ist nnn 

- f(x.y.r.)=o. r.=|^. W 

die vorgelegte Differentialgleichung, so folgt aus ihr: 
ei 8f et 

und eine Beatimmong von y, = g-^ ist unmöglich, wenn entweder 



DiiBCar, IHItantItl-R.laKtral-Bailinal'U'l'A*«. ' 
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abarhaopt wenn 

e_f Bf 

j— ^ — gleich OO oder aneh — (f) 

ist, das Letztere jedoch out bei wirkliche); UnbeBtimnitheit. 

Eliminirt man nan zwischen (a) und (c), oder (a) und (d), oder (a) 
und (e) die GrOsse y^ , so kann das Resoltat der Elimination eine -besondere 
AuflQsnng seyn. 

Wir haben vorausgesetzt , dass die einhüllende Kurve mit jeder der 
dnrch (a) dargestellten Kurven nur zwei Punkte gemeinschaftlich habe. 
Diess ist jedoch nicht unerlftsslicb, sondern es kOnste ganz vobl eine Reihe 
von mehr Punkten gemeinschaftlich seyn, nur ist diese Anzahl eine immer 
beschränkte. Daraus folgt , dass es wohl mOgtich wäre, dass der aus der 
besonderen Auflösung hervorgehende Werth von ~ noch derselbe »eyn 
könnte, wie der aus (a) folgende, aberT— | nicht mehr; oder aber r-^ noch 
in dieser Lage seyn könnte, nicht aber r^, o. s, w. 

Daraus ergibt sich aber jetzt sogleich das Kennzeichen, ob eine Glei- 
chung zwischen x nud y eine besondere AnflCsnng der Gleichung 
(a) ist oder nicht (natürlich vorausgesetzt, sie genüge derselben). Sie 
wirdes nämlich seyn, wenn sie einer der aus (a) durch aufein- 
ander folgende Differenzirungen gebildeten Gleichungen nicht 
genügt. In der Regel wird diess sogleich mit der ersten der Fall seyn. 

III. Wir haben so eben gesagt, dass es möglich seyn kannte, dass die 
einhüllende Enrve mit den eingehüllten mehr als zwei Punkte gemeinschaft- 
lich habe. Seyen nun 

f(i,y,o)=0, fCi.y,e + ^e) = 0, f(i,r,e + 2 Je) =0 (g) 

die Gleichnngen von drei auf einander folgenden Kuryen, und es solle die 
einhüllende Kurve drei Punkte gemeinschaftlich haben, so müastederDurch- 
Bchnitt^unkt der zwei letzten Kurven auch auf der ersten liegen; zieht man 
also die Wertbe von s und y ans letzteren und setzt sie in die erste ein, so 
miiss diese Gleichung ereilt seyn. Ans den Gleichnngen (g) folgt aber auch: 

f(T.r,t + 2je)-2f(i.y.e + Je) + f(x,T,c) ^ ^ 
Je* 

d. h. wenn man Je unendlich klein werden lässt (§. 56, 1): 

,(..r.d=o,lIÖ^=o. !;i|yiÄ=o, w 
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welche drei GleichangeD die (g) ersetzen nnd fUr dieaelbea Werthe von x 
und y richtig eeyn mfiBgea. Eliminirt man nun x and y zwischen ihnen , so 
erhält man eine Gleichung in c, die für diese Grösse bestimmte Werthe 
liefert, * so dass also anch nur für diese bestimmten Werthe von c, d. h. für 
diejenigen Enrren des Systems, die diesen Werthen enteprecheo, die ein- 
hüllende Rarve drei Punkte mit derselben eingehüllten gemeinschaftlich hat. 
Demnach wird unsere obige Regel, dass t~ nicht dürfe bestimmt werden kön- 
nen, vollkommeD bestehen bleiben, da immer noch unendlich viele Kurven 
des eingehüllten Systems vorhanden sind, fDr welche die einhültende Kurve 
in der früher gewählten Lage ist. Eben so aber wird in Bezug aaf das 
Kennzeichen, ob die gefundene Gleichung eine besondere Auflösung ist, oder 
nicht, die gegebene Regel bestehen bleiben, dass man zuweilen zu höheren 
Differenzirnngen gehen muss , eben weil es doch auch einzelne eingehüllte 
Kurven geben kann, tut die t-^ , . . . dieselben «ind, wie sie aus der gegebenen 
Differentialgleichung folgen. Bei diesen Differenzirnngen kann man, wenn 

. nicht 

tanglicb sind, weglassen, da es ja bloss sich um die Bestimmong dieser 
Grössen handelt. 

Beiipiele. 

ji^r_i L^ 

8'y _ 2 81 VVr ViJ 

ex- Vi 

welcba Grosse unendlieh wird fOr 7 ^ 0. Ersetzt man aber ^ durch -^ , to er- 

e'r 1 / 1 Vj \ 
gibt sich aus der vorgelegten Qleiohung: nTi^'a l'i — iV ' x J ' ^*''"'"' *"* 

y = folgt ä~i ^ 0' Demnach ist j ^ eine besondere Auf löanog, wie dtesa aus 
4un allgemeinen Integral : V* j = V x -H c auch lofbrt folgt. 



* El war» alteidingi denkbar, dus dia so «faalttne Glelcbnng für alle möglichen Werthe 
vfln c richtig wSre, wann lie z. B, hieue Bo'-l-(l — e) (1 + 6c) — 4e— 1 ^Oj allein 
dann v^rdsn die Gleichangen (g') oder (g) bestebea, «aanmanfUr cietitee + ^e, cH-^^c, 

«u darftuf hinaaibtme, änti alle DorchiehnittBpnnkte aof derselben Knrre llgen. d. V. 

dus die einhOIlNide Enm «ine Kum dei STatanu wlie, mithin eine bewttdere AnflOtqnt 
nieht Statt Ond«. 

1: ■:,-,- ,1 .Goo^^lc ' 
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(^^-)l^^=»•(S-«)■ 

welche Gleichung^ g—i nicht bestimmt, weno g- ^.2 X, woraus dann folgt: y^x*, 

8*y 

weleher WeTth der Di&brential^eichDDg genttft. Da hierani nieht folgt ö~i ^ 0, 
■ö bt diesH eine beaondei« Auflösung. Da* allgemeine Integral ist Sbrigens 
(S. 101,1): 

3) Die Oleiohiing 

gibt ■ 

(ü....-....!|)g=..(J^=o), 

, 6y ,/■_ ,^y^ 

sodass g-_ + a ry» — x'g-l = au einer besonderen Auf losung führen kann. 

Ba hieraus fblgt 

6x a'i'— 1' ' Bi a'i' — 1' ' 8» a'i'— 1* 

so wird die Gleichung 



auch wirklich, während das allgemeine Integral ist (g- 100, Nr. 4, oder auch 
5. 101, 1) : 



tfi±?'. 



§. 130. 

Bsiondere Anf lOsong filt Diffierenliftlgleichangen iveiter Ordnung. 

1. Für die Differenti^gleicliniigea hsherer OrdaoDg wollen wir nur die 
der zweiten betrachten, da das Gesagte eich leicht öbertragen Iftsst anch aaf 
hdfaere Ordnung. Hat man aleo die Gleichoiig 



'(^^'li' ^^ = '^ '•^''^(■''r'J^-r>) = 0. 



(•> 



80 wird dieselbe, allgemein integrirt, eine Integralgleichung der Form 
- r(x.y,c.c-} = o (b> 

haben, wo c and c' die willkOrlicheD Konstanten smd. Difierenzirt man die 
Gleichnng (b), und eliminirt aus ihr selbst and dieser neuen Gleichong c 
oder c', so erhält man zwei Gleichungen erster Ordnung mit je einer willk&r- 
liehen Eonstauten, die beide erste Integralgleichungen von (a) sind (§. 1 18). 
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Gesetzt nun, man finde irgend eine Gleichung zwischen x nnd y, oder «wi- 
schen X, y, ^, welche der (a) genügt, so wird dieselbe entweder eine be- 
sondere Anflösong oder ein besonderes Integral seyn. Soll sie letzteres seyn, 
so mOssen alle Werthe von ^-^ , s-^ ■ • . wie sie aus (a) folgen), anch ans ihr 
selbst folgen; geschieht diess nicht, so ist sie nothwendig eine besondere 
AnflJJsnng. Damit ist dann sofort das Kennzeichen gegeben, w«rnach man 
entscheiden kann, ob eine gefnnd«ie Gleichung eine besondere Anflösnng ist 
oder nicht. 

IL Sey nun 

VCx,r.r..c)=o (c) 

ein erstes Integral der Gleichnng (a) mit einer willkdrlichen Konstanten c, 
so folgt ans ihr dnrch Differenzirung : 

8» , 8» 8(1 

ond wenn man c eliminirt zwischen dieser Gleichnng and (c), so erhält man 
(a). Denkt man sich aber, es sey c ein« Fnnktion von x, J,J^, ao würde 
ans (c) folgen: 

8^+8^^' + B?:^' + 87 Ib^+87'' + e^^O =*• 
nnd diese Gleichung würde dnrch Elimination von c dasselbe Resultat geben, 
wenn c als Funktion von x, 7, y, bestimmt wird ans der Gleichnng 

Eliminirt man also ans (c) und (d) die Grösse c, so erhält man ganz sieber 
eine lÄisnog der Gleichnng (a), die wohl eine besondere Aoftösnngseyn kann. 
Hätte man statt der Gleichung (c) die Gleichnng 

gewählt, wo o' die andere Konstante ist, und die zwei Gleichnngen (c) und 
(c') wesentlich verschieden sind, so. hätte man eben so c' zu eliminiren 
zwischen den Gleichnngen 

»(..T.y..-)=o.iiä^'^'=o. 

Allein das Hesnltat der Elimination wird in beiden Fällen dasselbe seyn. 
Denn sey wieder (b) das allgemeine Integral von (a), so wird die Gleichnng 
(c) erhalten werden, indem man c' eliminirt zwischen (b) und ihrer Differen- 
tislgletchnng 

j|+fy||=o. .d.,r,(.,r.F,.=..')=o. (.) 

Man kann also die Gleichnng (c) ersetzen durch (e), wenn man hierin c' als 

Goc^ic 



durch (b) gegeben aniieht. Dadaidi wird aber c' als Fcnktion Ton c (nebst 
X nnd y) erscheinen, nnd die Gleichung (d) wird jetzt seyn 

8F, 8F. Bc' 

WO g— aas (b) zn nehmen ist. Ana (b) folgt aber 

so dass also die Gleichung (d) zn ersetzen ist darch - 

Eliminirt man also c, c' aus (f), (b), (e), so erhält man die besondere 
Anftösnng. Wir sind hiebei von derKonstaaten c aasgegangen: wären wir 
von c' ausgegangen, so wären natürlich die Gleichungen (b) nnd (e) die- 
selben, nnd sonst hätte man bloss c und c' za vertauschen. Da aber dadurch 
die Gleichung (f) sich nicht ändert, so ist unsere Behauptung gerechtfertigt. 

III. Da, wie bereits mehrfach gesagt, die besondereAufläsnng jedenfalls 
der Gleichung (a) genügt, man also für den durch diese Auflösung gegebenen 
Zusammenhang von x nnd y sicher die Gleichung (a) hat; man femer diese 
Gleichung weiter differenziren darf, um ^ zu bestimmen , endlich aber der 
aus (a) folgende, nach gewöhnlicher Weise bestimmte Werth von ~^ niöht 
übereinstimmen soll mit dem ans der besonderen Auflösnng folgenden , so 
ersieht man wieder, wie in §. 129, dass man die besondere Auflösung auch 
erhalten kann dadurch, dass mau die Gleichung (a) nochmals differenztrt, 
und dann mit ihr diejenigen Beziehungen verbindet, mittelst welcher ans der 
eo differenzirten Gleichung (a) eine Bestimmung von ^ onmüglich wird. 

IV. Hat mau eine besondere Auflösung gefunden, die ^ enthält, und 
integrirt diese Gleichung, so erhält man eine Gleichung zwischen x und y mit 
einer Konstanten , die eine besondere Auflösung von (a) ist. Hat die be- 
sondere Auflösung der ersten Ordnung selbst wieder eine besondere Auf- 
lösung, so ist letztere eine Gleichupg zwischen z und y ohne willkürliche 
Konstante und das r was man füglich doppelt besondere Auflösung nennen 
könnte, in so ferne sie der vorgelegten Gleichung genügt. 

Belapial«. 

gibt 

j^e^y _ J^ By>. e^y 8^y ^J^ 8r _ 1 8' y'X _ n 

Ui' « 8>^ei'^8i'U' 6> t »xO 

Goo^^lc 
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Hier iit eine BestimmuDg Ton p— j nicht mOgfliefa, wenn öTi^T" ö~i woiMi», in die 

Torgelegte eingesetit, folgt: 
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g— j = Q, Bo dMs also (h') eine beBondere Auflösung Ton < 
AnflOaong T«n (h) ergibt sich null §. 129: 

1^ ^_l^ , 

welche Gleichung wohl der (h) genfigt, nicht aber der (g). 
Dat allgemeine IntAgral toh (g) iat ttbrigeua (§, 121); 



Achtzehnter Abschnitt. 
Integration der gleichzeitigen Diffarentialgleichnngen. 

§. 131. 

Fona der lDtagtal|[leich(ingMi. 

I. Seyen y, z, o, FoDktionea von x, die aua folgeoden gleichzeitig 

bestehenden Gleichnngen zn bestimmen sind : 



r<..,.||„ 



80 heissen wir diese Qleichnngen, deren Anzahl dieselbe ist wie die Zahl der 
zn bestimmenden Fnnktione* y, z, n, . . ., gleichzeitige Differential- 
gleichungen, nad werden anter ihren Integralgleichungen diejenigen Glei-' 
chongen zwischen 7, z, . . . , nnd z verstehen, welche die (a) Vollständig er> 
setzen, so dass nicht nnr diese Gleichnngen (a) daraus sich ergeben, sondern 
aiich alle anderen Gleichungen, die durch etwaige weitere Differenzimag 
aoB (a) folgen, la der Allgemeinheit , wie die Gleichungen (a) aufgestelU 



sind, la»en sieb gleiohzeitigeDifferentialgleiGhDQgen nicht iategriren, so dass 
t&t die wirkliche Dnrohfikhning der Integration die etnzehien Fälle geschieden 
werden mllsBen. Dagegen aber werden wir an den allgemeinen Fernen asch 
die allgemeine Crestalt der Integralgleichungen besser erkennen kSnnen, wen 
wir nun vorerst Übergehen wollen. 

II. Gesetzt^ zwischen den n abhängig Veränderlichen y, z, n 

and der unabhängig Veränderlichen z seyen n gleicheeitige Differential- 
gleichongen. gegeben, in denen nur Differentialquotienten der ersten Ordnung 
vorkommen and die wir darch 

'<"■-" H-H-r..--)=».l 

,„... »r e. 6. , 



Vorstellen wollen. Denkt man sich diese Gleichungen nach ^ , ^ 

aoQiielOst, so daes etwa 

B7_ 6t 8a ,. 

WO 9,, 9], 9,, ... . bekannte Funktionen von x, 7, z, n, . . . sind, so wird 
man mittelst dieser Gleichungen fUr jeden Werth von x die zugehörigen 
Werthe von y, z, u, . . . . konstruiren können, wenn man nur f&r einen be- 
stimmten Werth a von x die Werthe von y, z, a, . . . . witlkflrlich gewählt 
bat. Denn dann geben (§. 90) die (c) die zu z = a gehörigen Werthe von 
Ä^ • ö^ > ■ ■ • t also dadurch die zu x = a + J x gehörigen Werthe fvon y, z, 

wenn Jz unendlich klein. Dann geben wieder die (c) die zu z = a + 

^x gehörigen Werthe von j-, 7-^,,,,., woraus dann wieder die zn x=a+ 

2^z gehörenden ^erthe von y, z, u, . . . . folgen n. s. w. Die beliebig ge- 
wählten Werthe von x, z, n sind die willkürlichen Konstanten, und es 

folgt hieraus , dasB in den allgemeinen Integralen der Gleichungen 
' (b) n verschiedene willkürliche Konstanten vorkommen mOssen. 

Dasselbe Resultat kann man auch anfeinem etwas verschiedenen Wege 
erhalten. Man differenzire nämlich jede det Gleichungen (b) noch n— l mal 
nach z, so erhält man, mit den Gleichungen (b), ein System von n* Glei- 
chungen, in denen die Differentialquotienten von y, z, u , . . . bis zur n*" Ord- 
nnng ansteigen. Ans diesen n'Gleichungen eliminire man die Grössen z, t- . 
^, u, g^, ■■-.g^ die der Anzahl nach (n — I) (n -H l) = 
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D* — 1 sind, 80 dasa die ElimiDatioi] immer mCglich ist, and wird eine Glei- 
chung «wischen z nod y der n*" Ordnong: 



<-M e)=» 



erhalten , die nothwendig aus (b) folgt. Kann man dies« Oleichaag bte- 
griren, eo erhält man eine Gleichnag zwischen x und y mit n willkürlichen 
Eonstaateo, and da bereits behnfs der Elimination 2, o, i . . . durch x, y, 

~ —■ aoBgedrfickt waren, so kennt man Bofi)rt auch diese örössen ab 

Fwktioneii von x and der n willkürlichen Konstanten, ohne dass eine weitere 
Konstante eingeführt würde. Bieraus folgt wieder, ^dass n willkürliche 
Konstanten erscheinen müssen, wenn man die allgemeineo Integrale wirklich 
gefhnden haben will. 

Wir «ollen bier eine gelepntlicbe Bemerkung beifügen. Die Gleichmigeii (b) als gegel>en 
TOTKnigMetit , £ind alle diejenigen Oleicbnngen richtig, die vir daroh DiOereiuiraog dsrans 
ziehen, «eil eben x eine nnabhSngig {aJio willkQriiob) VerSnderlicbe iit; alle Glei- 
ehnngen, die «ir, ohne gegen die Regeln der Reohnung in TersMuen, am ihnen liehen, eind 
ebrabll» liehtig, al«o ntunenUich die Oleiehaag (d), lo dui y all Fonktion Ton j guu »ieher 

dieier ffleicfanng genügt, so «ie eben eo sicher z, u, . . . dnich 1,7, ^-^ , ■ . . , t— ^ , wie ge- 
fanden «Dtde, ansgedrüflkt «erden kOnnen. Integrirt man die (d), 10 Ist die 10 erhahene 
Qleicbiuig twitchen y and z eine richtige; ob aber die eingetretenen Konstanten alle «itt- 
kOriich bleiben oder Hiebt, iit eine ganz andere Frage. Die lategiatgleicbung toq (d) iet 
olDillcb eine ricbUge Gleicfanng zwischen i nnd y, «ie aacb immer die Konstanten bestimmt 
«erden, nnd es «Sr» daher «obl mBglieh , dui einige dieser Konttacten, «eil y nnd z ancb 
noch anderea Bedin^pngen genügen mSGsen, nicht mehr «illküilich blieben, «ie «ir dieES et«a 
in §. 120 zu sehen Gelegenheit hatten. Diese Bedingnugen sind nan, dasa die so gefändenen 

Weithe von y, i, n , in x den Oleicbangen (b) genügen. Setzt man allo diese "Werthe 

in die (b) ein, so mOssen die letzteren für jeden mSglichen Werth Ton i erfüllt seyn, entweder, 
indem alle n Konstanten gani QnabhAnglg bleiben, oder indem gewisse Beziebnngen zwiecben 
ihnen festgestellt «erden mDssen, mittelst deren es mSglich ist, einige derselben ans den 
andern in finden. Im letzteren Falle «Qrden dann in die allgemeinen Integrale der (b) 
«eiliger all n «UlkOiliehs Konstanten eintreten { aber da ja diese «Integral e n solcher Kon- 
stanten reilaugen , so «erden keine Beziehangen obwalten, d. h. die dnrch Integration ron (d) 
gefundenen willküiUqhen KonitaiUen «erden BSmmtlJch ron einander nnabhSngig bleiben. 

III. Da ea nach §, 102 nur eine Integralgleichung von (d) mit n will- 
kürlichen Konstanten gibt, so gibt es also auch nar ein System von olate- 
gralgleichungen der (b). Jedes- andere, das die (b) ersetzt, mnss mithin 
aas jenem abgeleitet werden ktSnnen. (Vergl. §. 132, VI.) 

IV. Wir wollen nun annehmen, die n gleichzeitigen Differential- 
gleicjinngen zwischen den abhängig Veränderlichen y, z, u, . . . uud der un- 
abhängig Veränderlichen x übersteigen die erste Ordnung, d. h. es kommen 
auch noch höhere Differentialqnotienten dieser abhängig Veränderlichen vor. 
Wir wollen ferqer annehmen, der höchste Differentialquotient von 7 sey der 
m", der von z der r", der von u der s" u. s. w. , und in jeder der vorgelegten 
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AttuU der ^BbMeirfMi vUlktttUdw KomUnUD.' l7l 

-GleichnDgen kommen diese höchsten Differentialqaotimten oder doch einer 
derselben vor. I>iese Gleichnngen seyen 

f,=o,f,^o f. = 0. (b) 

vo als f, , . . ., f. FanKtionen von x, y, z, n, ^- r--=t 5-. ■ ■-. t1' bT"- 

, . . , ^-r , . . . . sind. Man setze nnn 



(0 



so Verden die Gleichnngeii (e) nebst (f) folgendes Gleichnngesystein bilden: 
ßy ßy, 8y__i , , 8y__i \ 



worin yi, . . ., y„_i als weitere Veränderliche angesehen werden, und 

bloss Differentiatqaotienten der ersten Ordnung vorkommen. 

Die Anzahl der Veränderlichen, mitAnsschlnssvonx, ist m+r+8+..., 
und eben so vieie Gleichungen erster Ordnnng hat man in (g). Behandelt 
man nun diese m + r + s + . . . Gleichnngen (g) wie oben die (b), so erhält 
man ein System von m + r + s + . . Integralen mit eben so vielen willkür- 
lichen Eonstanten, als die allgemeinen Integrale der Gleichaogen (e). Dass 
aber so viele Konstanten n&thig sind, ist leicht zn übersehen. Denn ans (e) 

kann man ä-| , t-^ , t-^ , ziehen , aasgedrückt darch x , y, z, n, . . ■ , 

und die Differentlalqnotienten dieser letzteren Grössen. Kimmt man also 

die m + r-i-s + ... GrflsBen y, ^' ■■■■ ä^si?. 2- g| ä^^i^ ^' 

n= s willkürlich an, so kann man daraas (§. ]02)y,z, . ,. fUr jeden Werth 
von X konstruiren, so dass diese Annahme nothwendig ist> 

unsere ganze BeweisfÜhrimg setzt wesentlich voraus, dass in jeder der 
Gleichungen (e) wenigstens einer der Differentlalqootienten höchster Ord- 
nung, vorkomme; andernfallB würden anter den Gleichungen (g) solche seyn, 
'die gar keine Differentialquotienten enthielten. Ist diess nun der Fall, d. li. 
siod unter den Gleichangen (e) solche, die keinen der höchsten Differenljal- 
quodenteo enthalten, so kann man darch mehrmalige Differenzirang der be- 
treffenden Gleichungen diesen Zweck immer erreichen; dann aber werden 
die m + r + s + . . . Konstanten nicht mehr alle willkürlich bleiben, sondern 
gewissen Beziehungen genttgen mSssen, die man immer aus der Bedingung 
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fladflD wird, dmss di? gefdadenen Resaltate den gegebenen Gleicfaungen iden- 
tisch, d. h. fUr alle mSgüchen Werthe von x, genfigen m&ssen. 

V. £■ l&Ht aioli Übrigent in dietem Falle die Ancalil dar wjUkflTliohen Eon- 
stenten anoh anm Toraua ennittelu , wie irir an einem beiondem Beispiele näher 
angeben wollen. 

Oeietst man habe die beiden Gleichungen ; 

M wird man nach IV die abhängig Verinderlioben : 

y.7.,...;i.«. (l) 

haben und m smd dabei folgende FKlle zu anteneheiden : 

1) M>>>>< n^v. Die Ansahl der Veränderlichen iat jetzt n + ju ; die Form 
die verlangte , lo dau man n + fj Konstanten erh&lt. 

2) la^jt, v^n: die Veränderlichen tind der Zahl nach mrf-v, nad die 
Qtoidrangen haben iri«der die gewOnaobte Form; m + v Konstanten. 

3)m^^, n^v, Seyu^o — a, fi:=m — ß, to lind in der zweiten (h) 
keine Diflbrentialqaotienten erster Ordnung mehr (d. h. keine der höchsten Ord- 
nung). Wir müssen nun unterscheiden : 

a) a > ^. Uan diflerenxire die zweite (h) noch ßmti, wodnrcb'y zur höchsten 
Ordnung ansteigt; alsdann hat man d + m Difl^rentiolgleichnngen (g), wo 
aber ß lotegr^gleichungen lehon bestehen [die zweite (h) und die ^ — 1 
enten, durch Differenzirung daraus entstandenen]. Die n + m eintretenden 
KonstMiten müssen also so beschaffen seyn, dass die geftandeneo Funktionen 
diesen |3 Gleichungen genügen, wodurch nur noch n + m — ß, d. h. n + ju 
Konstanten bleiben. Jetzt ist übrigens n + ^ ^ m + v. 

b) a<iß. Han differenzirt die zweite (h) nach a mal n. s, w. Die Zahl der 
willkürlich bleibenden Konstanten bt Jetzt m + v , und m 4- v ^ n -t- ju. 

4) ^^m, v^n. Dieser Fall kommt auf den Torigen zurOck, da bloss die 
zwei Gleichungen (h) getausoht werden. 

Danras erg^t lieb nun, dau die allgemeinen (iwei) Intagralg^eicImDgeD Ton 00 *"*- 
weder m + v, oder n + ft villkariicbe Konstanten enthalten. Je nachdem die eiste od« 
zweite dieser Zahlen die gtOsaete ist. 

§. 132. 

ZorDckflllinuig zaf eine partialle Diffscentizlgleicbiing. 

I. Jedes System von nDifferentialgleichuDgen erster Ordnung (and nach 
§. 131, IV genügt es, solche zu betrachten) zwischen der unabhängig Ver- 
änderlichen X und den abhängigen y, z, n, ..., kann, indem man die Glei- 
chnngen nach den Differentialquotienten aufgelöst denkt, unter der Fenn 

i).].iitd,Gooi^lc ■ 
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^argestdlt Werdeo, wo T, Z, U, . . . Fujiktioiien der sämmtlicheD Yeränder- 
Uchen seyn kSiiDeii. Was wir also von einem solchen Systeme erweisen, 
gilt allgflm«in. Dieses System von Differentiälgleichnngen wird integrirt 
durch ein System tod n Gleicbongen mit n willkOrlichen Konstanten 

(§. isi.n). 

IL Sey nnn f eine FnnkUoo der Veränderlichen ohne willkfirliche Kon- 
stante, e eine beliebige EoDstante, so wird die Gleichnng 

f=o (b) 

eine Integralgleichnng von (a) seyn müHsen, wenn indem man die (b) voll- 
ständig differanzirt, dum g|, ^•■•- ans (a) ersetzt, eine identisch richtige 
Gleichnng erscheint 
Die (b) liefert aber 

Bf , et ey , et e« . ef 8n , 

Hz OJOI OIOI Uo ox 

so dass also (der Annahme nach) 

eine identisch richtige Gleichung seyn wird. 

Der Beweis dieser Behanptong ist sehr einfach. Neben (b) mfissen 
natflrlich noch n— 1 Gleiohaogen bestehen, die wir nach den willkflrlichen 
Konstanten aufgelöst denken wollen , so dass sie sind ; 

f,=c„ f,=c f_i=e,-i. (d) 

Wir woDen weitei annehmen, die Funktionen f^ , . . , f,_, genSgen eben- 
&Us der (c), d. h. es sey identisch : 

g^-t-gy i-t-gj Z-i- ■■■■—«. r— i, «,.., D X. w 

Alsdann l&sst sich leicht zeigen, dass ans (b) und (d) die (a) abgeleitet 
werden kSnnen , so d&ss also (b) nnd (d) die Integralgleichungen von (a) 
sind. Ans (b) und (d), welches n Gleichungen zwischen n + 1 Veränder- 
Uchen sind, folgt (§. 68, lU) : 



ii 6y es 6t flx / 

wUinnd, der Annahme nach, identisch 

[Jign^saHyGoOt^lc 
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Die Gleichniigeii (f) Diid (g) sind je d Gleichungen des ersten Grades 

zwiBchen ^, ^, ..., nnd T, Z Duans ergibt sich, ,weil die Übrigen 

Grossen dieselben sind, dass noibvendig 

li = Y,l^ = z,.. . 
seyn mnss, * was die (a) sind. 

III. Umgekehrt aber irird , wenn die (b) eine der Integralgleichnngen 
von (a) ist, die (c) identisch erffillt seya. 

Denn ist (b) eine Integralgleichung , so m&esen die Wertbe von g-> 
T- , . . ans (a) ihr notbwendig genftgen. Setzt man dieselben also In (b') 
ein, so miiss eine identisch richtige Gleichung erscheinen. Da diess aber 
die (c) liefert, so ist die Behauptung erwiesen. Man wird dabei bemerken, 
dass f keine willkürliche Konstaote enthalten kann, da sonst ein identisches 
Erfüllen erst nach Eliminaüoa der Konstanten mSglich wäre. 

Aus 11 und HI ergibt sich nun, dass jede Funktion, ifelche för f ge- 
setzt, der (c) identisch genügt, eine Integralgleichung von (a) liefert, wenn 
man sie einer willk&rlichen Konstanten gleich setzt; und dass es ansser der- 
artigen Integralgleichnngen keine andere geben kann. [D. h. also, wenn F 
(ohne willkürliche Konstante) nicht der(c) genügt, so ist auch F — C keine 
Integialgleichnng von (a)]. 

rV. Die Gleichung (c) ist eine partielle Diffecentialgleichnng zwischen 
s, y, z , . . . . Kennt man also n Funktionen 



*' UsD kajin den hisher gebSiigCD SUi la ftnupTechen: Aqb den beiden Sfitnuen 
A, a + B,|S+C, y + ... = K,, A, a' + B, fi' + .. = Ki, 

A, o + B, ß+ C, > + ... = K, ... und A, a' + B, |9' + .. = K, ,, . 
A,o + B„i» + CBy + ... = K., A„a' + B.i»'-(-..=Än, 

folgt notlnreiidig o'^Oj ß':=ß, ■i':=y Diess ergibt sich etwa sofort an* der 

Eiamer'EchSD Regel, die sich im Anbaoge QnteT dam Artikel; „Elemeate der Theorie der 
DetermiDanlen mit hieher gehörigen AnwendongeB" (V, Y), oder auch In meinen „Onmd' 
il^en der algebr^Khen AnsIrxiR" ^. 204 bewiesen findst 
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El gibt nni n Fnnktianeti , velehe der (o) genOgen. 1 7 S 

dieser Veräaderüchen (ohne willkürliGhe Konstanten) , die fQr f gesetst, jener 
Gleichnng genfigen, so ist 



das Integralsystem von (a). 

Jede ans ^i,.., yi^ in beliebiger Weise zusammengesetzte Fnnktion 
F ({pi , . . , 9) J genügt aber auch der (c). Denn es ist ' 

ST _ ^ fly, ejF 8»;, H— *I.i^^.lI.if»4. 

6i~8y, e» 8?i, Bi ""ey^e?., 8y B», By - 

80 dass, wenn man die F fät f in (c) einsetzt, jene Gleichnng zu ' 

891 vBi By . 81 y 8^, VBi 8y 8» y 

wird. Aber 9>, , tp, , . ■ . genfigen identisch der (c) , eo dass 

ei'^By '■^■■■' Sj'^ey '"^ 

identisch Jlull sind, woraus folgt, dass obige Gleichnng ebenfalls identisch 
richtig ist. 

Demnach kann (11) 

als eine Integralgleichiing von (a) angesehen verden. Diese ist aber von (i) 
nicht Terscbieden , da ans den (i) jedenfalls folgt , dasa F («fi, , . . , ^„) eine 
wtllkfirliche Konstante seyn müsse. 

Y. Obwohl nun jede ans ^^ , . . , g)^ (allein) zusammengesetzte OrCsse - 
der (c) genügt , so genügt ihr aber keine, die ausser <pi, . ■ , 91, noch weitere 
Veränderliche enthält. (Es gibt also nicht mehr als diese n Funktionen.) 

Denn sey gi eine Fnnktion von x, y, z welche der (c) genfigen 

soll, so dass 

Man setze ivtin 

vi<^.s,..) = f,' ».(i.y. '■>=*•.. ■...■.. f^<i,y,..)=fti, («) 
80 geofigen die Grössen jn, , . . . , ß^ — der Annahme nach — der (c) 
ebenfalls. 

Ans den (m) wollen wir die n Giflasen y, 2, u, . . . durch /i^ , . . . , |u„ z 
ausdrücken and ihre Werthe in ^ einsetzen, wodurch sich diese Grösse in 
if)(i,/t, , .., ju,) verwandle. Dabei ist natürlich identisch 

Ans (n) folgt sofort, dass 

[:.,qn..anyGoO(^lc 



Rt gibt «in ehufgM Syttem Ton Integnlgleiebai^n. 

8x 81 8f.,-ei 6v» 81 ' 

§f _ i* 1*1 j_ , 8v 8», 



Setzt man diess in (I), so erhält maa: 



•». 



(I?*l?-^-^-) 



wdche Gleichung, da (p^ , . . , 91, der (0) genBgen, zn 

vird. Die (p) aber sagt ans, idsa ip von z frei seyn mftsse, d. h. bloss git, 
. . , 7, enthalten Matte. Demnacb erscheint ^ bloss als Funktion dieser 
QrCaseo , m» behauptet worden. 

VL Aas dem seither Enriesenen ergeben sich nun einige wichtige Fol- 
gerungen. Zunächst nämlich folgt bierans, daas es nicht mehr als n wirk- 
lich von einander verschiedene Integralgleichnngen von (a) geben kann, 
d. h. also ein einziges System solcher (§. 131, lÜ). 

Ferner kann die Differentialgleichung (a) des §. 102 onr eine einzige 
Integralgleichung mit n villkfirlichen Konstanten habeo. 

Denn man kann-dieselbe ersetzen (§. 131, lY) durch das System 

d. h. durch ein System von n gleichzeitigen Differentialgleichungen erster 
Ordnung zwischen x, y, y,, .., y,_i, welche die Form (a) haben. ,Dem 
Systeme (q) genagt ein einziges Integralsystem mit n willkflrlichen Konstan- 
ten. Eliminirt man dann zwischen diesen n Gleichungen yt > Tj , ■ ■ > 7~-i > se 
erhält man die eine Integralgleichung von (a) in §. 102. 

§. 133. 
Glalohieitige linure Di9flnntUlgt«leluuiB»i mit koututen KoaBaätaimi. 

I. Gleichzeitige lineare Differentialgleichnngen der ersten Ordnung ent- 
halten die abhängig Veränderlichen und ihre Differentialqnotienten weder in 
hohem Potenzen, noch mit einander moltiplizirt — Sind die KoeffizieDten 
konst^t, so kuin man sie unter die Form 
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GUlehieitJge Uneue DiffeTentialglelohangen mit konstuffln EoeffiiientsD. 
8v 

g| + »,y + b,'i + c,Ti + ...=X,..\ 
Bu - 

briDgeD, wo a, b, c, . , . KoDstaDten, X^, X,, . . . blosse funktionell 
von X sind. 

Ein'SyBtem wie (a) kann ddd immer dnrch folgende Methode integrät 
werden: Man mnltiplizire die zweite (a) mit der noch unbestimmten Kon- 
stanten (Kj , die dritte mit o, ,...., die letzte mit a, und setze 

B, +a,a, +as«s+... = n. 1 
b, +b,o, +b,o,+... = ao,. ( 

C, +C,a, +c,a, +... = atf,, J ('•') 

ao geben die (a) wenn sie addirt werden : 
d.h. 

^-^ + a» = S. (c) 

Ans dieser Gleicbong folgt (§. 92, 1) : 

, = 8-'"[C+ yx8«-8»]. Ce') 

and es handelt sieb vor Allem darum, ob mittelst der Glelchnngen ,(b') die 
Bestimmung von a, , «j , . . . , a„, a müglich ist. Nun hat man 



(b, - a) «, + b, o, +... = - bi . 



I- (cj — o)a, + ... = — c,, ' (B) 

welche Gleichungen der Anzahl nach n — I sind, und zur Bestimmung der 
Grossen «,, «^ ,.',.. «, dnrch die Konstanten in (a) und « vollkommen 
ansr^ichen. Setzt man die so gefundenen Werthe von «, , . . . , or„ in die 
Oleichniig . 

a. + a,<.,^;i,a, + ... = «, (B") 

SO erhält man eine Gleichung die ausser den Konstanten der Gleichung (a) 
bloss noch a enthält. Diese Gleichnng ist aber nothwendig vom n™ Grade 
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in Bezog anf a, wie mao sich mittelst der Kramer'scben Regel fQr die Auf- 
lOsDDg der Oleichnngeo (B) Überzeugt. * Sie sey 

A + Ba + C«' + ...-+-Ma" = 0. . (d) 

SO wird diese Gleichnog im Allgemeinen a Werthe von a liefeni. Zu jedem 
Werthe von a gehört aber nach (B) ein einziger bestimmter Werth jeder der 
Grdsseu aj ,,..,«,, »o dass man also auch n Systeme von eolcheo Werthen 
bekommt. Setzt man nnn in (c) einen der n Werthe von a nnd, wie natür- 
lich, die zngehCrigen Werthe von «,,...,«„, so hat man: 



./x... 



[C+ /Xeo-ei]. (*) 



Solcher Gleichungen hat man n (für die nWerthe von a), nnd da in 
jeder die Ronstante C eine andere aeyn wird, so erhält man somit die allge- 
meinen Integrale der Gleichungen (a) mit n willkürlichen Konstanten. 

Am Besten wird man immer verfahren, wenn man in (c) für «j, «,, . . . 
die bereits dnrch die Auflösung von (B) gefundenen Werthe von a,, a^, ... 
maeinsetzt nnd nachheradie verschiedenen Werthe beilegt. Folgt aus(B): 

«, = V>,(a). «, = .!.,(<.) B. = V.(«). 

wO die Grössen 1^, (a) ,..., ^„ (a) Tür jeden Werth von a einen einzigen 
bestimmten Werth erlangen,' so ist die (e) : 

d.h. 

y-|-i^.(a) + «*,(o) + ... = e-»'[C+y(X.+X.«..(«)4-S,.f.,(«) + ...)e"-8il. M 

II. Wir haben hiebei offenbar stillschweigend voraasgesetzt, die sämmt- 
lichen Wurzeln der Gleichung (d) seyen reell und verschieden, and müssen 
also noch folgende besondere Betrachtungen, anstellen, wobei wir zugleich an 
§. 108 erinnern wollen. 

1) Es seyen zwar die sämmtl Ich en Wurzeln der Gleichung (d) verschie- 
den, aber einige davon seyen imaginär. Ist nun eine der imaginären War- 
2eln = ß+7', so kommt nothwendig noch eine zweite vor, die^ ß — yi ist. 
Gesetzt nun, der Bequemlichkeit der ßechnnng halber, matf habe in der 
Gleichung (e') den etwa vorkommenden Nenner durch Multiplikation wegge- 
schafft, so werden in dem aus (e') folgenden Systeme von n Gleichungen zwei 
aeyn, die man erhält wenn man « = i? ± j-i setzt. DadHrch aber hat maij 
zwei Gleichungen der Form 

U + Vi = 0. U — Vi — 0, 
welche geben ; - 

u=o, v = o, 
mit den zwei willkürlichen Konstanten C, C", so dass diese letzteren Glei- 



' Siehe „Grundiüge" S. 204, und auch „Anhang" unter H, V. 
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chiungeD statt der betreffenden zwei zu wählen sind, nnd zwei EonstanteD' 
enthalten. [Man setzt C = C + C" i in (e')]. 

2) Die Warzeln der Crleichung (d) seyen zwar sämmtlich reell, aber 
nicht alle von einander verschieden. 

Stellen vir die Gleichnng (e), nachdem sie etwa mit dem gemeinEchaft- 
lichen Nenner miUtiplizirt worden, nnter der Form 

F(a) = (t) 

vor, wo wir uns also Alles auf eine Seite gebracht denken, so muss man in 
(f) für a die aus (d) gezogenen Werthe von a setzen , dabei G,als Funktion 
von a ansehen , so, dass C für «inen andern Wetth voo a anch einen andern 
Werth erlangt, wo dann schliesslich diese Werthe von C willkürliche Kon- 
stanten sind. Gesetzt nun, «', a", seyen zwei Werthe von a, die ans (d) 
folgen , and sey 

so sind die betreffenden zwei Gleichnngen aus (f) : 

wo dann C die eine Konstante, C" = C + JG' die andere seyn wird. Statt 
dieser zwei Gleichnngen kann man offenbar auch die folgenden zwei setzen : 

.p(..)=„,!>:±4^.rM=o, ■ 

welche jene vollständig ersetzen, und wobei nur zn beachten ist, dass -^— , 
was auch Ja sey, eine ganz willkürliche Konstante seyn wird. Lässt man 
hier Ja unbegränzt abnehmen, so folgt hieraus dass mau die angegebenen 
zwei Gleichnngen ersetzen kann dnrch 

worin C auch als Funktion von a' zu bebandeln ist, und g~; eine neue will- 
kOrliche Konstante bildet. 

Wird aber Ja unendlich klein, so sind a', «" einander gleich, woraus 
nnh folgt, dass für den Fall zweier gleicher reeller Wurzeln von(d) statt der 
einen Gleichnng (e'). die man jetzt für beide gleiche Wurzeln .oe* erhält, 
gesetzt werden muss : 

f(b)=o.: 



dF(g) _ 
da 



WO C als FnnkUon von a zu betrachten, und t- die neue willkürliche Kon- 
stante ist. - ' ■ 
Sind drei Wurzeln gleich a', so hat man 



„.,=„, -M=„,^. 
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ISO UnmitUlbBTer Bevei* dar in U ftnfgatteUttn SlU«. 

WO jj— . -jr-j die zwei Denen Konetacten sind, u. s. w. (Vergl. IV). 

3) Sind endlich gleiche imaginäre Warzeln der Gleicbong (d) vor- 
handen, BO wird man aas der Terbindang von Kr. l nnd 2 leicht das einzn- 
echlagende Verfahren entnehmen kOnnen. 

IIL Wir haben seither vorausgesetzt, die vorgelegten linearen Diffe- 
rentialgleichungen seyen bloss der ersten Ordnung. Diess ist jedoch nicht 
DOthwendig] sind sie auch von höherer Ordnung, so wird man, gemäss §.131, 
dieselben immer anf die Form linearer Differentialgleichungen erster Ordnung 
ZDrQckfiihren können, wo sodann das eben angegebene Verfahren wieder 
vollständig eintritt. Wir werden in den ilachiblgendea Beispielen einige 
Fälle dieser Art behandeln. 



ÜDinittelbner Bewei« der in n anfgestellUD Sitie. 
IV. Die Oleiehong (e') ist 

e''-[y + BiP,(<.) + n*.(a) + ..]-ypC. + X,v,W + X,V',(«) + .-.]e'"Bi = C. (g) 



wo die ETelM Seit« 1 ist, wenn i^l. Da die (8) idenCiacb erfüllt lind, wenn man fr, (a) 
für Q, , . . . Eetit , Eo kann man eie beliebig -riele Male nach a diffeceniiien, so daEs alio auch 

-rv,'-'{«) + (b,-«).p.'(a) + b,vV <") + ■•■■ = (>. ( f.» 

Beiticbnet man nun die erste Seite der (g) mit F (a) , lo behaupte idi, da» auch 
F'{<.) = C'(r^n.) 0). 

TO C eine Tülkflriiebe Komtute, der (a) als iDtegralgleichnDg genflge. — Dain gehört aaeh 
S.132, ndass 

5^^ + ^^*[X,-(a,y+b.z+..)]+5~^*[X,-(a.y+b,i + . ..)! + .. . = (k) 
aey .. Es ist aber 



* Die (d> igt nicht kimveg die (B-), vielmehr Ist letztere mit dem allen Orassen dt, a„ 
. , . gemeinscbaftlicben Nenner 9 (o), welcher de« n — 1"" Gradei l«t, ttraltiplitirt worden. Irt 
also die {B') dnrehf(a:) = bezeichnet, so ist die (d): »i(o)t(o) = 0. Aber fflr o = a,: 
fH,{«) = 0, ^[f(»),(«)]=0 ilÄLff)l=o. Danichtff(«)=0. «0 

iitf(a) = 0(wie angenommen). Dann gibt die zweite Qleichnng auch r(a)3 0, woraiu di« 
dritte liefert: f'(u) = 0, u. s. w. bis P (o) = 0. (Vargl. Note «b j. 103, HI.) 
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Weiter 

-£(....i,+.,.(.)+..])=±i^(..-&*.,..«.)+.jj 

- =^|i"-["»,'(")+o»,'(")+-0+Y""'["»."(«)+--I 
+ T^«'»"-r.».— (")+.) + ■•■■ + ••■•■ lr+"C(«) + .o) . 
. -.,«■(■;,. (,)+...]+i,-(i+«,)[.,,'-(.)+..J 

+!^^^-öi+"')['».—«+.0+. ■..+•"■("-'+"') &+■». (•)+■•]■ 

Detduüb wild die (k): 

••■■[■»,' w+.-0+Y«""a+'"")&»'.-'(«)+--j 

-«"■[X. ».'W + x. «,■(.)+. 0—f««-!?. ».'-'(■■)+ -I 

-^Y=j^i"i-[X, ».— (.) + ...]- -i'."'!?!.*!, (.,(.) + ..] 

+ i'."'CX,-K7+'. " + ..))+•"■(».'(«)+'«»■-'(«) 
* '^^ "'*'■"''"' + ■•'[''■ ~ <■■'+''■ + ■ ■" 

+ .-[,.■ (.) + rJit.-'(") + '-Y^i'»,-'(")-t..lP.-(.,7+l>."+--)l+-=0. 
d.h., 
y[— »1 v.'(")—»aVj' («) — .. ] + "?[—») V.'"'(o) — »!*.'"'('') — ■■> 



,'_*=«,. 



y [- B, V'-' («)- 8, r-' {<>)-.■] ^ 



+ ri— » y [1 ~ a. *'. (o) — "i »'i («) — ■ .J + X' y [« — "i — »i Vi (o) — ■ -1 
+ "[«»,'(«)-b,»,'(")-l>. »■■(•)-•• +'»■-'«] 

4-n[aip/(o)+rv'3'-'{o>— e. Vi' (") — Ca *)'('>)-■■] + . 

+ «■[.,,,-■ (,) + (,_l),.-'(„)_b, »,-'(■)-!>,»,-' («)-■•] 
+ t. .[«»,-■ (.) + (r-l) (,-■<»)-«.»,•-' W-..1 + .-" 



+ l'.I.t,(.)-b,-b,»,(.)-b, »,(•)-..) 
+ i'n(«ft(«)-c — c,ft(o)-.'.l + ....=0. 

DiqivooByCjOOl^lC 



Wegen der (B) und (B'), lo «ie weil die (h) nnd (h') mr r = 1 , 2 , m galten , fri 

aber diese Oleichong IdeDÜEch richtig, somit (1) eioe Integialgleichnng des Sfitemi (a). 

D&si dunit auch die Form in 11 al» richtig erkannt iit, unterliegt keiner Beanitandnng. 

§. 134. . 

Beliplele in g. 133. 



Die allgemeineD tntegralgleiahnngen müsseq zw«i wiUkftrIicbe Eonittuiten omfikSHen. 
Hau hat 'zuerst 



B + o, =o, 4 + 2«, — BOjia, = o — 5, o' — 7ii + 6 = Oi b = 6 und 1. 

X^le- — 3i + B,<7i — 9e-) = (49 — 9o)e' + (7(i — 38)i, ». = y + (a— 5)z. 
P = e-'»[C+yj(49-9a)e' + (7a-38)ije<"ax] 

„ „ 49 — 9a 7a — 38 7a — 38 

a + 1 a a' 

also hat man {ür a = 6 und 1 : 

2) 9|| + 4^ + 3ly + lli = 0, 

7|^ + 3|| + 24yH-8i-i. 

|| + 3y-z = 4x. || + y + 6z = -9.. 

— I+Bo, =öff,. 3 + a,=a; o, = a — 3, a' — 8a+16 = 0. d.h. (a — 4)' = b, 

a:=4 doppelt. 

X = 4i-9<.,i = (31-9«)i, ip = y-(.(a-3)z, /xe>'-äi=^^^~^xe'" 

31 — 9« ^, 

. y + („-3)z^Ce-«--H-glr^,- "-^° . 
«'y+(a' — 3a')i;=^Ce-<" + {8lB-9a')i-(31— 9a), 
wenn wir C «' = C setzen. 

* Die Hinveiinsgen beziehen sich natürlich auf §. 133. 
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worwii (5.117. Nr. 1). d» dort iii,=V^^. mi = — V^: 

.+.„+,..=jJ=[..i^yT,-.ici ,._,-.v^yT,.v=;8., 

Setzt man hier fllr a seioB drei Werthe, nnd natürlich fiir a^, ocj die enttpre- 
cbenden , so erhält mui drei Gleichungen mit sechi willkürlichen EonsUmteD . die 
die Anfgabe lösen. 

fi) Die Glelchnngen 



-»•r. 



^c-~ 



.. + »'H-b'y + c'H-. 



=T', 



welche in.dat Hechaoik Torkominep (L&gra&ge, Micaniqae ftoalrüqne, TI sectioD; PoiiioD, 
Heohsnik. H, S.Mt), weiden in deiselben Weise behandelt. Man lieht au ihnen r—j- > 

öl • ä~T>!-- ""^ eibUt genau die Form der oben behandelten Gleiehongen. Sind die 
Werthe Ton a potitiT, ■ofatV-"« imaglnlt nnd e'^-« nirdin eoi(tVo[) + ijt»(t/o), wie 

B + b — 



6) 



üla 



a+b- 



ml^ — 4ni'^-^i = 0, 



-7 = 0, 



welche Gleichungen in den ÜnteraDchangen über die Moodsbewegung Torkonunen. 
(Vergl. Fontecoulant : Theorie analjtiqne du sjsteme du monde, U, §. 238.) 

Man setze t-^Si, gY = rii *•• tat man vier abhängig Veränderliche: x, y,- 
Xt, Ji und dazu die folgenden Gleichungen: 



m, wenn man die vlerOrOMen in folgender Weise ordnet : i,j,x,,y, 

t — e _.^ b — , _ ■ a + b — c , _ 



" 4m>(a-c)(a + b 



4in(a — o)(a + lj — o)« 
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■ZI — ITTT — -.— L— """l*"-!"'^ "«^f"! ^ TiTi — jt, /. — reit — C, »Mi|*'t+C',eo<^'t]. 
/> '— j*'){b— c)m (jT — j» I (b— o)iii 

Uebrigen« i«t auch 

4(a-c)Jb--c) . *(a-c)(b-c) . 4(t-c) (b- c)m^ 

^V= ^b "'■'*^- abj»' "■■ **- abf' — 

o da» man auch hat: , 

[Cetußt + CHnßt] 



[C, cojiJ't + C',»«/»'»! 



4(.-o>m' P ' » " 




b^' 4(»-cHb — c)m' 


-?' 


ab|9' 


bjT' ■4(a-cHb-c;m' 


-ß" 


ab,?" 
a+b — c 


4(a— c)ni' a. 




bfi *{a-c) {b-cjm* 


-|9' 


ab^' 

a + b-c 


4(a-c)m' 





7 [—Cimßt + C'eoißt] 



^iir" " 

und wenn mao diese Gleiahnngen auf^e Form 

j = E,co,lßt+r) + E\eo,(ß't + f), 
bringt, so sind y und f willkfirhche Konstanten, eben so E und E', während 

E, = ~. E , E'. = ^-^ E'. 

unter der letzteren Form werden diese Resultate in der Astronomie benutzt. 
T) Setzt man in den Gleichungen 

^— J- + kx — beo»nt(x««nt + ]tjMiDt) = 0, 

g^ + ay— bi«int{ieö»nt + yfwnit) = 0: 
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1S8 Beregniit dei SdiweipmikM det Planeten. . 

'= '''a"" +i='t + c".T= *''^"° -f-fync't + o'" 
PoUion letst noeh c'^ctfMa, um m'erhaltoa: 

?f = (., + .,,.,., Ü = (.4 + .)™,, 
WO daoD o und a dia villkOiliclien Konetukten sind. 

BsTegang des Scliwerpiuikts der Planeten. 

U. Ein Punkt be'wege sich unter dem Einflüsse einer JEraft dje immer nach 
demselben festen Funkte gerichtet ist, und deren Intensität im Verbältnisse dei 
Quadrats der Entfernung abnimmt,' man soll seine Bewegung untersueben. 

Die bier angegebene Aufgabe ist die der Bewegung (des Schwerpunkts) der 
Himmeis körper, in so ferne man nur die anziehende Er aEt der Sonne in BetracH 
zieht. Es Usst sich überdiess leicbt beweisen, dass die Bewegung nothwendig in 
einer Ebene Tor sich gehen muss die durch den feiten Punkt geht, was wir nun 
geradezu Toraussetzen wollen. 

Sej also k die Intensität der wirksamen Kraft, wenn der bewegte PuidLt (Kör- 
per) in einer Entfernung =: 1 ist, so wird dieselbe = — sejn, wenn die Entfernung 
r beträgt. Wir wollen weiter den festen Punkt zum Anfangspunkt rechtwinkUger 
Koordinaten (x und j) wählen, die natürlich in der Ebene liegen, in der die Bewe- 
gung geschieht und annehmen, x und y seyen die Koordinaten des bewegten Panktea 
am Ende der Zeit t, r alsdann seine Entfernung von dem festen Punkte, Die wirk- 
same Kraft —f zerlegen wir in zwei, die nach den Axen der x und 7 gerichtet sind, 

kl kr 17 

Und gleich —^ , —^ seyn werdeo, da — . — die Cosinus der Winkel sind, die r, 

d. b. die Richtung der Kraft, mit den Azen macht. Da diese SeiteDkräfle die x 
und; zu verkürzen streben; so hat man (§.20, Till): 

g et' t' • g 8t»~ r' ' 



^ 't a im ersten Qoadraoten (C> 0] 



~ Vl + C' ^ Vl + 

beiden AatdtOcken die oben Zeichen; ist a im zweiten Quadranten (C<;^0), die untern; {Qt 
den dritten Quadranten (C>0} die nnlemi für den vierten (C<0) die obem. Es gelten' 

also immer dieselben Zeichen und man hat i=^~ciifB + e't + C''. 7:= — nno+c't^a 

-t- c'". — Hao wird jedoch dieier Untersuchung Ubeihoben leya, 

nachsieht, ob die gefundenen Fcmielu den gegebenen DifferenUalgleichnngsn genOgi 



d. h. 
folglich 
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welelie Gleictuuigen nun zu iotegTiren sind. Man zieht «auSchst aus denselben: 

' yro o eine willkürliche Konstante ist, deren Werth jedoch reell sejn wird , da x, j 
und ihre Ditferentialquotienten ebeufalU reell sind. £a ist aber auch 

Öi^r ' ey~ r ' """et'"" t*8i' et'~ r' By' 

■o doss 

e'iBi 8'yBy_ ^ /"B r 81 8 r By-, _ ^ 8r ._ " ■* ^ 1 •\ 

bTT ^-*"äTi F7 = ~'":T l ^ fi7 + flZ bT ("""Ti B^™ ^°J = ''■7: l~ }• 
.Bl'öt otoi rvoiot oyotx rot dt Kt J 

wo Ci eine weitere (ebeafiilh reelle) Eonstante ist. Aus (b) folgt: 

, <••-■>[Q■-G={)■]-G^'-S-l)•=•■• 

, - dr 81 By, 
so doM, wenn man die Gleichungen i+j:^=r, r ät^^^dt'^^St "*"*''***> *"' 

(c) hervorgeht ; 

8' r y V2i.r + e. r'-o* 

wo c, eine dritte Konstante ist, nnd das obere Zeichen gilt wenn r wächst mit 
wachsendem t, das untere wenn r abnimmt mit wachsendem t (§. 20, I). 

Führen wir für i nnd y die Polarkoordinaten r und » ein, so dass^ = r cos (o, 

_ . ,^__ . £? l5 ?I_ ' l^. ■ ii ^ 

— yg-T = r'-^; wählen ferner die Richtung der Kordinatenaxen so, 
dasi CO wächst mit t (wem immer möglich ist, da diese Wahl uns freisteht), so ist 

,8ii> 
r'— > , also die Konstante o positir. Die (b) heisst dann 

n=7- ' ' <>■■>' 

Femer ist immerhin T als Funktion ron to anzusehen (Termöge der Gleichung 
derKurre die der bewegte Punkt beschreibt), so dasa ■g-=g-^g-^(§. 13) und daj^ 
Mu (d) bekannt ist, so hat man aus (b') : 



i.Goo'^lc ■ 



190 Bewegung dM MnreipiuiUt dar PlamtMi. 

Dte OleiehimgeD (d) and (e) lösen die Aafg&be. Die Gleichung (e) ist die der 
beacbriebenen Enrre, (d) gibt die Zeit ab Funktion Ton r; e, o,,,C;, cj sind die 
▼ier willkürlichen Konatanten, welche durch die Integration eingeführt werden. 
Die Zeichen in (d) und (e) entsprechen sich.] 

Wutere AoiflUirang. 



An» der ersten Gleichung (e) folgt, dass y2/t r-(-c, r' — c' reell , also 2 ^ r 
+ c,r' — c' immer positir aeyn musa. Aber 2 ^ r -H c, r' — o'^Cil^^r + ^J 

— — — 1 — *- I. Ist also c, etwa negativ so darf -- , -- niobt negativ ana- 

bllen, da sonst 2(Ur + r, r' — o* negativ wftre. 

Setzen wir nun 

"'" ^. c —iß e, . a^ ^. e— ^, — ^, 

so haben a ond C| verschiedene Zeichen. Ist also c, |> , so ist jeden&Us e' ]> ; 
ist Ci negativ, Bo ist ^u' + c^c, immerhin positiv, also e' ebenfalls positiv. Für 
c, >Oist übrigenae'>l, für c, <0 aber e' < 1 (und>0). — Jetit ist 

2(ir + c,r'-c' = 2Mf— — r' — S(:i{l-e'>=(a'e'-a= + 2at — r') — 

Ist a>0, also e*< 1, so mnss mithin a'e'.— (a — r)'>0 seyn; ist a<0, 
alBoe''>l, 8oist»*e' — (a — r)'<0, £in aUen Fiülen aber - - ~ -- ~" >0']. 
Die (e) wird jetzt, da 



"(." = , VzJ'.'X'-^-)'*''^" 



,Wi7 



t«(.- 



■g — (Ol gesetzt wird, wo«, eine neue Koastante (fllrcj); 
-.Hd-e') 



!y(^«.-«, + —J = + eo(y (» — »,). 



V.»(l-.')y'-f [.■•■-(.- 

» D.h.eben2ftr + c,T*— c'>0, 

l),„„rd,G00l^lC 
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man 

tot 9 


Vi-,-Yr,--(.-,v +"■"'• "■'""" *•""<" •■'■' 

Ol — iOt=^if, aoist aUo 


^.,fT~V(l-.').'.'-.'.'«»'.l[l-.'«.',l + .'.'m', 


*V (1 -•■„■■,)■ 

d. h. ■ 


^ ^ ..w, 1 v<"-..'.-o-.')a— ■) ..■»»•» 




oder endlich 





Die Gleiobung (e') zeigt, dass die firagliclie Kurve io allen Fällen ein Ke^al- 
sclmitt ist. Före'>I ist dieselbe eine Hjpetbel, för e'<l eine Ellipse, fBr 

e' ^ i [wo dann a (1 — e^) =^ — also endlich und positiT] ist derselbe eine Parabel. 
(Vergl. aoeh §.140, IV.) 



Fall der ElUpse. 

Fallt e'<| 1 am, m iiC die Knrve eine Ellipse; nimmt man dann diejenige Linie zur 
Polaraxe, die dotch die Sonne gehend mit der Mberen Aie der i den Winkel o, macbt, so 
hat man in {e'). bloss ra + oi, (Or u in Betten , nm ab FalaTgleiohQng zn erhalten : 
^^ ad-e') ^ 

wo das obere Zeichen gilt, wenn die nnnmehngen o Ton dem der Sunne entfernteren Scheitel 
an« gerechnet werden. Rechnet man aber <o von dem der Saune nSheien Scheitel (Feiiheliom), 



so da» a die bolbe grosse Aie, a Vi — e' die halbe kleine Aie der Ellipse ist, wahrend die 
grosse Aie die Polaraxe ist. Lftset man o von bis 2 n gehen, so hat der EOrper einen 
voUen Dmlaaf gemacht. Von ■> = Obisa = «giltdaDnin(d)das obere, Tonnen bis s> = 2]( 



* FOr a > Ut der Nenner gleich ^ Vi — e* Va*e'— (a— r)'; fBr a<0 aber 
^ Vi — t:' Vi-e= — (a — rj' : im Folgenden ist dies: aber gleichgiltig. 



. Goc^ic 



ErwKrmntig tlnu kllWrn LnftnrDint dnreh einen «ftmem. 



dai imteta Zeichen, d. h. mna man .die Zeit TOn a=^0 u (Ihlt, lo Ut die Zeit eine« üiD' 
laaä c gegeben durch 









(iff = + (X)) — t.are(lff = — <X)) = a.n, 



/••""' ''■ 

y.„-.,v".-.!-(.-,)' 

iaM« = ZMry^— , fi = — j— , k= f^iet, (Veigl. .Anhtuig'' nnter 3.) 



§.136. 
irtietinng. Erwammng eiaei kUtem LnAitnin» dnreh einen vlrmeni. 

Fiff- SO. TU. AA'BB' (Fig. 60) stelle einen jeradlinigen Kanal 

. ■_*! JI' Tor, der durch die Wand CG' in Bwei TheLo getlieilt seyj 

in den beiden Theilen bewegen sich LuflstrOme von rer- 
Rcbiedeoer Tenpeiatur, ao dass durch die Wand hindurch, 
die am einem für die Wärme leicht durchdringbaren Stoff 
bestehe, der eine Luflstrom durch den andern erwärmt 
wird, während die Wände BB', AA' keine Wärme hindarchlaMen. Man soll dio 
Temperstur der LuftatrOme für jeden Querschnitt untersuchen. 

Wir setzen hiebei Toraus, dass bereits ein Zustand eingetreten sej, bei dem in 
jedem Querschnitt sowohl des Kanals AA'C'C, als CC'BB' immer dieselbe Tempera- 
tur herrsche , die natürlich fUr jeden Querschnitt eine andere seyn wird. Sej femer 
Tu die Temperatur des (heisaeren) Luftstroms in AA^'C, wenn er in AC in den 
Kanal eintritt; t, die Temperatur, mit der er den Kanal in A'C verlässt (beide etwa 
in Graden dea hunderttheiligen Thermometers angegeben); ab, a'b' zwei Quer- 
schnitte, deren Entfernung ^x (unendlich klein) se;, wenn x die Länge Cc ist; 
T die Temperatur im Querschnitt ac, t die in cb, welche beide bloss von x und 
nicht von der Zeit abhängen, und wonn die Kanäle eng genug sind, durch 
den ganzen Querschnitt dieselben sind; im Querschnitt a'b' werden nun die Tempe- 
raturen seyn: T + JT für a'c'. t+^tfürc'b', wo JT negativ ist, da T mit 
wachsendem x sicher abnimmt, dagegen ^t positiv oder jtegätiv ist, je nachdem die 
beiden LuftstrOme sieb in derselben oder der entgegengesetzten Bichtung bewegen 



/'et. 
Km" 



n zweiten Falle 



). Sey 



weiter P das Gewicht 



- ist positiv im ersten, negativ 
derjenigen Luftnenge, die in einer Sekunde durch ac strSmt; p das der durch cb 
derselben Zeit strömenden Lufbnenge; C, o die spezifischen Wannen der beiden 
Luftarten (§.75, VII), k dieselbe Gritsse für die Zwischenwand, wie in §. 75. Je 
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kleiner nun lix i«t, desto genauer lichttg wird ea Bepi, wenn wir annehmen es 
herrsche innerhalb der zvrei Schnitte ab, a'h' durchweg dieselbe Temperatiir , die 
sich dann plötzlich in a/ h' ändere. Nehmen wir dann schliesslich /di unendlich 
klein, so ist diese Annahme geradezu richtig. Cnter dieser Toranssetnung wird nun 
die Luftmenge P, indem sie durch acc' a' strCmt, die Wärmemenge — PC^ Tcr- 
lieren, nährend die durch obc'b' strOmende Menge p die Wärmemenge pc^t ge- 
winnt, wenn heide Ströme sich in gleicher Richtung bewegen, oder die Wärmemenge 
— pc^t, wenn das Entgegengesetzte stattfindet. Da nun, der Ännahine nadi, 
durch die äusseren Wände keine Wärme entweicht, so hat man 

-PC^^ + pcJt, -Pc4^=:+pc4^. 
dl ' Ai 

A. h. wenn <ix unendlich klein, unter welcher Annahme diese Gleichungen erst ge- 

n»n sind (§. 75, VI): 



PC^ 



8i' 



wo da« obere Zeichen gilt wenn beide StrOme dieselbe, das untere wenn sie Ter-' 
aehiedene Bewegiingsrichtung haben. 

Der Temperaturunterschied in ac' nud cb' beträgt T — t; also ist die in der 
Sekunde durch cc' strömende Wärmemenge^k (T — t)oi, wenn a> die Fläche des 
zwischen beiden Querschnitten liegenden Wandstttcks ist. Diese Fläohe sey ^ 
i))(x)^x, wo immer qi (x) eine bekannte Funktion TOn x ist, wie denn im ein- 
bchsten Falle (f (x) konstant ist. Da die durch cc' strOmende Wanne der gleich 
ist welche P Terliert, so ist:' 

AT 
'k,(T — t)»(i)Ji = — FCifr. k(T — t)f (i) = — PCj^, 

d. h. . 

Pc|^--fc(T-t)»(i). ' (g) 

Die beiden Gleichungen (f) und (g) enthalten die LOsnng der Aufgabe. Man 
wird hier am Besten so verfahren, dass man lunächst aus (Q zieht: 

pct = +J'CT-l-ApB, (h) 

wo A eine willkürliche Konstante, und dann hat 

WOMH18(§ 91): 

wenn A''eine weitere Konstante ist. Um die Konstanten zu bestimmen, sey 
Iqi(x.)ix = tp{x), und X die Länge CC, so ist fiiri = 0: T:=;r„, fDr k=i.A: 
T^f, , also hat man 

-k*(0)-j^I[0+<.)t.-AH-A'. 



~1 + « 



k»'»)=rin;'I(i +")■. -*!+>■. 
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194 ' , ErwSnnang üom kkllarn Lnftatromi dnrcfa einen winnerD. 
aus welchen zwei Gleiohungeo Ä uod A' bestimmt weiden kSanen. * Hao lieht 
hieraus, datfj(il) — 1}>(A)= /^^(x) ex^ und letztere Grosse die Flüche F der Wand 
CC aasdrOekt r 

ans welolier Oleiohung folgt : 

(l ±.l[T,-..e~' j _ (l±.)kr 
1-.-' " ■■" ' 

A' ergibt sich sodann uomittelhar. Da \p (i) — ^{0)=^ / ip(x) 8 z, so ist jetzt: 

-./;„.,=.=.,-,.(iig^), ,„ 

wo / qi (i) 8 X dag zwischen C und a liegende WandstSck ist. Die Gleichung (h') 
^ht T, w&brend (h) danu t gibt, so doss die Aufgabe ToUstKudig gelSst ist. 

Will man die Temperaturen kennen, welebe der durch CB' gehende Lnftstrom 
in- CB und C'B' hat, so wird man in (h) bloss T ^ Tg oder ^ r, zu setzen haben. 

Für den praktischen Gebrauch iBt es etwas bequemer, die obigsn Fannein in anderer Ge- 
stalt in geben. Seysn nämlich tg, t, die Temperaturen des in enrannenden LuftiCroms beim 
Ein- and Aniliitt in den Kanal CB' , so ist 

a) bei gleicher Bevegnngsriehtnng: 

pl,t, = -PC.. + ir«, ptl, = -PC, + Ap.. -kF = ;^i(" '';*;°'''~' '), 

woraus 

PO(,.-„)=pc(..-..>.kF=.^L£^,(;i=i). 

b) bei entgegengeiettter Bette gUDgirlcbtang ; 

p...=PC,. + A,., p.t. = PC,,+A,.,-tF = ^i(J|5^^i=i), 
worans 

p=<„-0=PC(..-.,).kr=-^l^,(^). 

Bestimmung derWerthe ron / ~ — — 8i, / ——7 — Bx. 

IV. Man soll die bestimmten Integrale 

ermitteln. (Vergl. §. 163, III.) — Man hat (§.85) 



* Es kann auch ttjn , dass bloE< die Temperatoren gegeben sind mit denen die beiden 
Lnftitrflme eintreten. Aladana bat man wieder die erste der beiden Qleiebnngen; statt dsr 
zweiten aber moss man T ans (h) In t aosdrüeken and beachten, dass ( fdr Z3=0 (odeix=J,) 
gegeben ist. (Redteubacher: kalorische Maschine, 2.ADfI., S.91 ff.) 
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B«iUauDung von/ i~^le~'«nai Bi, / i '-a-'eojaiBi. 

Äbiir{§.27. 35): 

y* , tt ,/ _.a«in«i — eo»ai I /"_ a«nai — eMai_ 

yV..-'.i...8. = i/x.-- ~''"7~" -'+|/°-- ""("'^.''"" e.. 

/-,,._,,„,,,_ 1 /" e-to«.»-.,»..) I „ 1 . 



2 l+a' 

8y_ 1 .Ji. 



"2 l+a* 2 l+a'' Ba 2 14- 



0) 



Uan zieht ans diesen Gleichungen, venn man sie nochmals nach a diSerensirt 

Bi B'z 
I dann L, -^ , g~i eliminirt: 

Gase eben so findet aich 

<' + "')8-T.+=»rM-'=»- »'> 

Setzt man u:^z +17 «o folgt hieraus 

lirend 

_ /- .-(«..i + lm..) / -.-'■ 

'-J. v5 "'J^rr-''- 

S«tatmanin§.86 (h)i = V9, ■'*<'b^~2V^' *° '** 



■o dasB man Termnthen wird, es mochte n= y - . - _ \ aeyn können. Wirklich ge- 

nflgt y j-:^ der (k), und da die (i) dieselbe Form hat so ist (§. 107); 
^ C c;__ 

n&hrend aus 0) dann folgt : 

^ Ci C'i 

[üqnzoan/GoO.t^lc 



1 96 Die Kegebeaen GleichungieD sind nicht laatei DiSbreatialgleichatigeD. 

Was C und C betrifft so ist für a=0: y = 0, i — /n (§.86), also 

Vit Vn 

, C + C'^0, Ci-Ci = /«; C = ^. C' = -^, 

und mithin 

t/ — - 1 

Kun ist wcDn r;=Vl-'-a% coaa^^ ~, 



■-'[.»l+i««!]., 



"-/i^^r^Vl- 



Dass die Iqtegrale / " ■ ^ — 6ii / — 
ist leicht ersichtlich, und man findet 



X hierauf zurückkommen, 



y:sr-/^;s^vi.j 



§. isr. 

Die gegebenen Gleicbnngea sind nicbt lauter Differentialgleichnngen. 

Es kann sich ereignen, dass zwischen den n4- I Veränderlichen x, y, 
z,... nicht laater Differentialgleicbnngen gegeben sind, sondern einige Crlei- 
chnngen ohne Differentialquotienten. In diesem Falle kann man einige der 
abhängig Veränderlichen nnniittelbar durch x oder darch andere abhängige 
Grössen ausdrücken, so dass sie als gar nicbt weiter vorhanden betrachtet 
werden können. Die Gleichungen welche alsdann noch bleiben sind nur 
noch zu integriren, und nach ihnen bestimmt sich die nöthige Anzahl der 
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villkiirlicheD Konstanteo. Eid Beispiel ans deo AnvenduDgen auf Mechanik 
mag zur Erläuterung genQgen. 

Wir voUen annehineD, durch ehie ROhre "deren Äxe horizontal liege strünie 
eine eltuttache Flüssigkeit nnd es sej der Beharrungszustand der Bewegung eJDge- 
treten, d. h, in jedem Querschnitt bleibe die Bewegung inmer dieselbe, sey also nur 
veränderlich von Querschnitt zu Querschnitt, Daraus Tolgt, dass in der Zeiteinheit 
, durch alle Querschnitte dieselbe Menge der l^lüseigkeit (Luft) strCmen muss. (Zur 
Verdeutlichung' wollen wir uns in Fig. GO unter ABB' A' die fragliche Röhre, und 
nnter CC deren Axe rorstellen, obwohl wir nicht anzunehmen brauchen, dass die 
Querschnitte alle gleich gross seyeu, wie diess in der Figur der Fall iat; es braucht 
nur die Axe CC geradUuig zu sejn und horizontal zu liegen.) Aul der einen Seite 
AB stehe die Rühre in Yerbludung mit einem Gasometer, in welchem immer derselbe 
Druck P (für die Flächeneinheit) herrsche; an ihrem anderen Ende A3' dagegen 
stehe sie entweder in Verbindung mit der freien Lutt, oder mit einem anderen Gaso- 
JOetei in welchem der konstante Druck F' herrsche. 

Ist ab ein Querschnitt in der Entfernung Cc^x Tom Anfang, dessen Fläche 
^o) iej, so sej dort die Geschwindigkeit der Lufttheilohen = t, wobei wir voraus-- 
setzen wollen, dass alle Lufttheilchen sich in demselben Querschnitte parallel nnd 
mit gleicher Geschwindigkeit bewegen ; p sey der Druck der In diesem Querschnitte 
herrscht, so dass wenn fi das Gewicht der Volume neinheit des Gases in ab ist, man 
(nach dem Mariotte'scben Gesetze und mit Berücksichtigung der in der ganzen BOhre 
als gleich vorausgesetzten Temperatur) hat 

■ P = M, (■») 

wo k ein konstanter (und bekannter) Koeffizient ist. Sej nun a' b' ein Querschnitt 
in der Entfernung ^x, so wird wenn schliesslich Jx unendlich klein, diess RUhren- 
stück aba'b' als überall gleich weit angenommen werden dürfen, eben so wie man 
annehmen darf, es haben alle Lufttheilchen in demselben die Geschwindigkeit v die 
plötzlich in a'b' in T +Z/V übergehe; eben so herrsche in aba'b' überall der Druck 
p der in a'b' plötzlich in p-l-^p übergeht. Die Luflimenge in aba'b' hat zum 

Gewicht a>/3xft=^ — r — , nnd da sie ihre Geschwindigkeit von t in t4-^t um- 
ändert, so gewinnt sie an lebendiger Erafl: 

d. h. sie hat beim Durchströmen vermöge der Arbeit de» Druckes so viel an leben- 
diger £raft zugenommen. Diese Arbeit ist aber = — ai /1p /ix, da — m zip der 
Oebersohuss des Dmeks auf a b über den auf a' b' , Jx der Weg ist. * Demnach 
wird seyn : 



• Man wird bcacbten , das* wSbrcnd des DarchEtrömenb im Ällgemeioen die Geschwin- 
digkeit zunehmen, der Druck aber lich votmindem wird, so dass .Jy^-O, -Jp<;Oist. Die 
SchlussgUichung (d) wäre jedoch ganz dieselbe, wean die Dinge sieh auch nmgekehit 
verbielten. ., . 
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oder da z/x unendlich klein: 

ex gt 8i ^' 

D» die dufeli einen QueTschniU in der Zeiteinheit strömende Ln&menge ijnmei die- 
selbe ist , so mgss /t o) v &lso audi p <» r konstant seyn , so dus 

P0.T=» (P) 

ist. Die Gleichungen (m), (n), (p) geben p,~ t, ß als Funktionen von i. Von diesen 
ist nur (m) eine Differentialgleichung (o) muss als bekannte Funktion von z ange- 
sehen werden). Wenn man will, kann man t aus (p) ziehen und in (n) einsetzen, 
um eine Gleichung zur Bestimmung von p zu erhalten. Für den jetzigen Fall aber 
ist es bequemer zu setzen : 

und wenn Y' die Geschwindigkeit des Abflusses in A'B' wo p ^ F', so ist 

gki(p)=-^'+c.gti(i)=y-:^, 

d.b.wenn Ji' diet'l&otae derO«ffiiung A'B' bezeichnet, demnach a^pojT^P'Jl'V 
=^PiiV, wo ii, V die ähnlichen Grossen für AB sind, es ist 

Zieht man hieraus p, was freilich nur näheningsweise 'geschehen kann, so 
geben (p) und (m) die übrigen Grössen. 

Da fllr o>^ß:p^F, so ist auob " - 

.-©=?['-(sy]-\/3S' 

KpüJ 

duroh welche Gleichung die Ausflussgeschwindigkeit ausgedrückt ist. Die Einflusi- 
geschwindigkeit V ergibt sich ans der Gleichung Pl2V =: P'A'V. 

.(Uan vergl. „Navier, B^sum^ des Icfons snr l'AppUcation de la>M^CBnique" 
U Partie, S.TU.) 



§. 138. 
Das Primdp des letzten KultipUkators. 

1. Bereite in §. 131, IV haben wir gezeigt, dass die lotegration von 
gleichzeitigen DifferentialgleichuDgeD höherer OrdDimg immer zurQckgeftthtt 
werden könne auf die Integration eines iSystems gleichzeitiger Differential- 
gleichungen erster Ordnung , so dass wir uns nur mit letzteren beschäftigen 
wollen. Dabei setzen wir voraus, dass man die gleichzeitigen Differential- 
gleichungen höherer Ordnung nach den höcjisten Differentialqaotieiiten der 
abhängigen Veränderlichen anflösen könne, so dass dieselben die Form 
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?^=p. 5:i^=Q, !i-;=Q 

haben, vo in P, Q, R, . . . keine Differentialqaottenten von y, 2, ti, . . . vor- 
kommen, welche die m", n", r", . . . Qrdnutig Ul>ersteigen. Sollten die ge- 
gebenen Differeatialgleichungen nicht so begehaffen seyn , dass in jeder die 
DifFerentialqnotienten höchster Ordnung vorkommen, &o wird man wie be- 
reits in §. 131 angegeben dnrch weitere DiffereoziruD gen dieses Ziel immer 
erreichen kÖnueD. Die H6glichkeit der oben angegebenen Auflösung wird 
jedoch hier unbedingt vorausgesetzt. 

Zwei gleichieiüge DiDiereatialgleicbangeD. 
IL Wir wollen annehmen, man habe bloss die zwei Gleichungen 

worin y, Z Funktionen von x, y, z seyn sollen, und man habe auf irgend eine 
Weise eine Integralgteichnng gefunden welche diesen Gleichungen genügt: 

f(i,y,.) = c. (b) 

in der c die willkürliche Konstante vorstelle, eine weitere solche Konstante 
aber darin nicht sey; so folgt hieraus 

8f ef 8t . 8f ai_ 

also wenn man die (a) beachtet: 

li-l^-e-»- ' <•> ■ 

welche Gleicbang nothwendig identisch seyn muss, d. h. die einzelnen Glie< 
der müssen sich gegenseitig aufheben was ancb x, y, z seyn mögen (vergl. 
§. 132). Wir setzen voraus, dass Y and Z nicht Null seyen, so dass y und 
z nicht konstant sind; eben so dürfen Y.nnd Z nicht unendlich, also auch 
nicht X konstant seyn; dann versteht es sich von selbst, dass in (b) min- 
destens zwei der Veränderlichen vorkommen werden, da sonst die eine vor- 
kommende einen konstanten Werth hätte. 

Gesetzt also, z komme in (b) vor, so ziehen wir z durch die übrigen 
Grössen aus dieser Gleichung und setzen dasselbe tn die erste Gleichung (a), 
nämlich 

ein, wodurch dieselbe zu einer gewöhnlichen Differeutialgleichung zwischen 
X und y wird, wie wir sie im fun&ehnten Abschnitt betrachtet haben. Gemäss 
§. 96,11 besteht nun ein Faktor M der macht, dass dann (a') ganz un- 
mittelbar integrirbar ist. Dieser Faktor ist aber nach §. 96 so beschaffen, 
dass die Gleichung 
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durcli ihn erf&llt seyn wird. DeDkeu wir dds non znnKchst in (a') die GrOsse 
z noch nicht ereeUt; denken uns veiter, M sey eine Funktion von x, y, z so 
beschaffen, dass sie den Integrations-Faktor fQt (a') abgibt, wenn man z 
dnrch (b) ansdr&ckt, bo wird in der Gleichnng (d) bei den partiellen Difie- 
renzimngen nach y und z zu beachten seyn, das» in U anch noch z vor- 
kommt das vermöge (b) von z »nd y abhängt, so dass die Gleichong (d) 
«eyn wird : 

eM_^8M Bz 8(MT) 8(MY) 8»_o 



m 



wo nnn -^ , „ die partiellen DiffereotialquoUenten nach x und y in so 
ferne diese Grössen in M und MY entwickelt vorkommen bedeuten nnd 
ö- • ^ aas (b) zu ziehen sind. Aus (b) aber folgt: 

»i+üL>=„, y+y •__■=„ 

et 8»8» • ej eiBy ■ 
so dasB die (d') wird : 

/8M e(Mm n /-IM»! t(Mi) a<'._ 

l^ei"^ »y ^». V». »i >i llyj~ ' ' 

Die Grösse r- ist, Dacli UDsem VoraossetZQDgen , siclier niclit Null; 
ferner ist vepa — = ^ : 

af8M _ 8(Mrt 8'l 8(11Y) et 8(MY>) 8'r 

8« 8i 81 exei' ey- e> 8y BiBr' 

also gibt die (d") : 

epirt e(Mr») /' e'i 8i8m\ /■ e't , er eonr i 

~e^"^-e]; (."elei+e'iBlJ-t.^eTi^+ri-eT*^-»' 

d.li. 

.(M„ 8(Hr,) '("n) '("S .„ 

8i 8y Bi, öl "" 

Allein , da M nicht = vorausgesetzt wird , ist anch nach (c) : 

woraus folgt, weil diese Gleichung identisch ist, so dass auf der einen Seite 
steht was auf der andern: 



eiB«y 
Gl. 



• DioMt Säte lat mit aDtet dar geinacbteii VoraoMatinng wahr, ei »ey die torhergebead« 
GleiehungeinertmidenliielM, wie Mw» i + yi — 6* = H-y s — Bi. 
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mithin mao hat:. 



(fi) 



8(M») ^ 8(MYff) ^ b(aZv) ^^ 

welcher Gletchnng also der zii sncheade Faktor M genügen ntass. 

Creeetztalso, man ee; im Stande eine GrOsse £ zu bestimmen welche 
der GieichBDg 

L^ + yiö + lCZe^O (e') 

Bi By 81 ^ ' 

genflgt, und nicht = ist, so Vird nothwendig M^- = | den Faktor M be- 
stimmen der die erste der Gleichnngen (a) integrirbar macht, wenn man-z 
' ans (b) zieht und in diese Gleichung einsetzt. Man sieht hieraus, dass man 
alsdann nur eine Integralgleichung der zwei Gleichungen (a) zg kennen 
brancht, nm die andere sofort finden za kennen. 

'Hau habe • 

8y_ -y(,-,) Bi^ -'i(y-i) 

80 folgt hieraus 

8v 6i 

Die Gleiohtmg (e') ist 

8x 8y 8« 

d.h. 

6t r(t-8) at »(T-») 8t i»(i-«) y(r-')|_o 
81 s(y-i)er x(r-i)8i *U(y-«)' x(y-«W 
Setzt man hier £^x(7-^z), so ist diese Gleichung befriedigt, und da ä^=l, 
so ist X (7— z) ein Fakt«r der. die erste Gleichung integrirbar macht. Sie gibt dann : 

-(r-i)J^ + y(i-i)-0. x(2y + i-c)j| + r(2H-y^c) = 0, 
und ttaoh§. 9S, I: 



^-hß' 



80 das« die zweite Integralgleichung ist : 

T(iy + y' — cy)=^o', Ddetiyi = C, 
venu man c ^ x -t- y + z setct. 

in. Wenn, wie im vorigen Beispiel, die Grössen Y, Z der Gleichnngen (a) 
einen gemeinschaftlichen Nenner haben, also diese Gleichnngen etwa sind 
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so ist die (e') : 



«•(¥)•(¥). 



and weDQ man | = X£' setzt eo )iat man t zu bestimmen aus _ 

8(^0 -8(T0 B(TO_ 
81 8y Gl ' ' ' 

damit die ans M r- = f bestimmt« Grösse M ein integrirender Faktor der 
Gteicbung 

sey. 

Eb lassen sich jedoch anch gewöhnliche Differentialgleichnngen zweiter 
Ordnung, von denen man eine Integralgleichaag erster Ordnung (§.118) 
kennt, auf diese Weise behandein, wie wir an einigen Beispielen näher be~' 
trachten wollen. 

IV. Angenommen, es eey X eine blosse Funktion von z, Z eine von x 
und y; sey ferner 

s=" » 

eine erste Integralgleichung von 

wo u eine bekannte Funktion von x, y und einer willkürlichen Konstanten r 
ist. Setzt man ö-^ = z . so hat man also 

5l = .. 5| = -(x. + z) « 

als gleichzeitige Differentialgleichungen, während 

I^U (i) 

eine Integralgleichung derselben ist. Die (b) sind also in II die (a), (i) die 
(b), so dasH im Frohem Y = z, Z = — (Xz + Z}äu setzen ist, wodurch 
die (e') wird: 

Dieser Gleichung wird genügt wenn wir £ von y und z unabhängig vor- 
aussetzen, wodurch sie zu 

wird (§. 91). — Die Grösse f in II findet sich wenn wir die (i) nach « auf- 
lösen; heiast diese dann a= f(x, y, z), so ist daraus ^, oder wenn man 



. Goc^ Ic * 



„Gooi^lc 



so daas die (k) ist: 

-aye"(2'>*-3r)6i + 2yK' + ^y(2«i-3rie'-a»]9r = c, 

welches nao die Integralgleichnng Ton (q) ist. 

V. Sey 91 eioe Funktion von x und y, i/f eben so, und man habe v 
der Differentialgleichung 

dl' 2 By V 
eine erste Integralgleichong (f), wo u wieder wie vorbin beschaffen ist, so 
hat man abermals 



y \.6»y 8 I Bi 

), WO u wieder wie vorbin beschaffen ist 

81 ■ Bi V2 8y ^81 ^V ^ 



Die (e') ist also 

Bs'^^dy Uy^'^ei^* Kz By'^ "^8i^'^V8i "' 
welcher Gleichnog genügt wird, wenn | von z unabhängig ist; alsdann 
wird sie 

8»^ ej U; 8«J' ' Ul '8r^^8> '8i ' . 
BO (lasB ZDgleicb geyn mDss 

By *8r ■ Bi *6i "^ 
Wie in V findet sich dann M = e^g— und 

-y•'■'^>-+>'^^f?/•'"^^■J'"="■ <" 

lixa kann Doch bemeiken dus die GfOsib r— in (k) andV) aoch, ohne dus die {f) ge- 

8y 
Dan die Farm r-^ gleich einer Funktion ron i, y, a hat, immer dulorch ermittelt «erdeu kann. 

dtu man aus der Integralgleicbnag erster Ordnung — bestimmt, und dann l mittelst jener 
Gleichung daraus elimlnirt. 

§. 139. 

Drei gleichseitige Differentialgleichungen. 
I. Man habe die drei Gleichungen 

wo Y, Z, ü Funktionen von x, y, z, u seyeii. Denken wir ans ferner, es sey 
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f(i,y.«,n) = c (g) 

eine der (drei) IntegralgleicbaDgeD des Systems (f), so mti wie in §. 138 
nothweDdig identisch 

y+yY+!;'z + !lü=o ^ (h, 

seyD (§. 132). Da wir wieder Y, Z, U weder noch od voraassetzen , so 
musg die Gleicbong (g) mindestens zwei der Veränderlichen enthalten. 
Sey also o jedenfalls in (g) enthalten , so ziehe man ü ans (g) and setze 
dessen Werth in die zwei ersten Gleichangen (f) ein, wodnrch dieselben zu 
zwei Gleichungen zwischen den drei Veränderlichen x, y, z werden nnd wir 
wieder anf dem in §. 138 behandelten Falle sind. 

Gesetzt nan weiter, man kenne ebenfalls noch eine Integralgleichnng 
dieser zwei ersten Gleichungen, nachdem n aus (g) ersetzt worden, und sey 
dieselbe 

t.(i,y,«.c) = e'. (gO 

wo c die Konstante der Gleichung (g), c' die neue Konstante ist. Alsdann 
wird nach §. 138, wenn man | bestimmt aus 

8t ^ e(Yt) ^ 8(zt) ^o 

wo in Y und Z vorerst n aus (g) ersetzt ist, die aus der Gleichung M t-^ = S 
gezogene Grösse M, in der z aus (g') ersetzt wird, ein integrirender Faktor 
für die erste Gleichung (f) seyu. Denken wir nna nun f sey eine Fanktion ' 
von I, y, z, u, die, nachdem n ans (g) in ihr ersetzt ist, in die so eben ver- 
langte Funktion von x, y, z übergeht. Alsdann kann man statt der eben 
gegebenen Gleichung schreiben : 

8t 8f Bn 8(Tt) 8fYt) 8n 8<Z|) B(Zt)8a^ 
8x öne» 8y 8a By du Sa 8z 

WO die partiellen Differentialqnotienten blosj nach den entwickelt in £; 
Y, ;.. vorkommenden Grössen genommen sind, nndr-, g-, g-ans(g)zu 
ziehen sind. Aber ans dieser Gleichung folgt 

8f Bn „ 8f 8t 8n „ 
oy SiiDy DZ otiot 

80 dass also 

fii ii(T& 8(Zf) >> Bf et Bf 8(rt)Bf 8(Zf> 8t^ 
V8i 8y 8» ^du BuBi Bo By 8n 8z 

Ferner hat man, wenn wieder — =; y , wo gp nicht = (indem n in f vor- 
kommt) 



= 0. , 



jyGoöc^le 
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8t8f _6(t») , e'f 8(rt)8f^ 8(Tiy) e'f 8(Zi)8f 

Bi8n 8i BiBn* 87 8n' By 8780' 8z. 8a 

_ 8(Ziy) -j 8'f 

80 daBB 

8i By 81 Bu 8n 8u 

AuB der identUchen Crleichnag (h) folgt aber 

Bu 8u ■ &n 8d ' ■ 

80 dass also eadlicb 

8(ty) . 6(Tfy) . »(Zf») . 8(0t») 

61 "^ 8y "^ 81 "^ 8u .~ 
Mao schlieset hieranB ddü das Folgende : 
Kann man der Gleichuog 

8t. 8(Yt) , 8(ZQ , Sgji) 

8x By "^ B> - 80 ~ . 

durch einei^ andern Werth als £*= genügen , so wird die Gleicbung 

'=€ 

■einen Werth f liefsm, in velchem 11 mittelst der Gleichung (g) zq ersetzen 
ist. Dieser Werth gibt dann, in die Gleichung 

eingesetzt, die Grösse M, welche der integrirende Faktor der ersten Glei- 
chung (f) seyn wird, veon in demselben z durch (g') ersetzt wird. In der 
ersten Gleichung (f) ist eben so o zuerst mittelst (g) nnd dann z mittelst 
(g') zn ersetzen. Man findet übrigens 

M = -^ 

8f 8f, 



Ti9T ^iclueitige Diffsronld^fleiclinDgen. 

IL Es ist ans dem Obigen leicht zu entnehmen, in welcher Weise die 
angewandte Methode fortgeführt werden kann, und wir wollen desshalb tat 
den Fall von vier Veränderlichen mehr andeutungsweise verfahren. 

Seyen 



^ = 



='f'flT=z-»-;=u.s;=T <k) 



■i.sanyGoO'^lc 
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die vier Gleichangen, in denen Y, Z, U, V weder noch co sind, nod sey 

f(i,y.z,n,T) = « (I) 

eine Integralgleichung derselben, wo f keine viUkQrliche Konstante, jeden- 
falls aber zwei der Veränderlichen, danmter v, enthalte. Alsdann ist 
identisch (§.132): 

8f 8t„ ef, 6f„ Bt 

Man ziehe v ans (1), setze diess in die drei ersten (k) ein, und finde 
eine zveite Integralgleichnng : 

f.{i.y,j,n,c) = o., 0.) 

wo f jedenfalls u enthalte; bierans ziehe man u, setze in die zwei ersten (k) 
ein (v ist nicht mehr darin), tiod finde als Integralgleichnng 

f.<i,y,»,c.c.) = e,. (I,) 

Hie'rans ziehe man z nnd setze in die erste (k) ein, so hat man eine 
Differentialgleichung zwischen x nnd y. Wird nach I die Grösse M bestimmt 
ans den G-Ieichnngen : 

BiBy oz on on Bi 

80 ist dieselbe der integrirende Faktor jener Gleichung. Dabei ist zu be- 
achten, dass fiberall v mittelst (I) ersetzt ist — Geschiebt diess nicht so- 
fort, so hat man : 

Bi &t8i 6y e» By 8e 6» 8* 8ii "^ 8» 8n 

oder ans (I) : 

fBC, 8(T0 , 8(üt) -i8f rstef , aort)8t , . 8(üo an 

Lei 8r Bn JBt LBtBi"*" 8v By"^' 6y 8dJ~ ' 

d. b. wenn t- =^ <p : 

0» oy on BT V Bx By Buy 

BRy) , BfYCy) , ^8(VU)_„ 
8i ■*■ By "^--"^ Bt ~ 

Hiemach ist M zu bestimmen aus ; 

8^ 8(1^ 8(Z;<) 8fD>) a(FM)_ __ Bf ._M 



(m) 



6i' 8IK8^' 

8t 8 a 8 E 
«0 nach einander v, n, z mittelst (I), (l,), (I,) zu ersetzen sind. 



Goot^lc 



AUgtnielDS Formel. 

III. Seyen yi , Ji , ■ ■ , y. die abhängig Veränderlichen ; T, , . . , Y, Funk- 
tionen von X, y,,. ., y,. die weder noch oo sind, und 

die vorgelegten n Differenti&lgleicfauDgeD, von denen wir n — 1 Integral- 
gleichongeo kennen, die wir anf die Formen : 

(.(x.y....,T.)=^.f.(x.r 7^iie,) = o,.f,(.,r„...y„^, c,.c,) = o, 

f— I («. Ji . yj. «1 C.-») = 0.-1 » (q) 

gebracht denken, wo c, , .., c^^i die eingetretenea willkürlichen Konstanten 
sind, so ist M zu bestimmen ans 



■*"- = «-'-fi^-f- = "^- -w 



wenn in f, $i, , M nach einander y,, y,_,, ..., yi, y^ dareh (q) ersetzt 

werden. M ist alsdann der integrirende Faktor der ersten (p), wo dieselbea 
Grössen za ersetzen sind. 

Es folgt aus diesen Gleichnngen 



8f, 8f, 8 f„,i ' 

Byney„-, 6y, 

SO dasB also die G-leichang 

e X Y,i 

61,"' 8f„-i "~8fr 8^^**' ^*^ 

8y. ■■■ By, By„'-- 8y, 
nachdem in ihr y^, y,, • • ■ > y. aas (q) ersetzt sind, sich nach §. 96, I inte- 
griren lässt. (Eine weitere Verallgemeinemng findet sich im „Anhang" 
unter K, XVI.) 

§. 140. 
Besondere FSlle. Beispiele. 
I. Ereignet es sich, daes die Grössen Y, Z, U, . . . der OleicboDgen 

(k) kein x enthalten, so setze man, da -7 — ~ö-. n- s. w.: 



' Hietmati^ die y». f, diey.-i< .... l^-i die y, entbfüten; amier den aogMtigteu 
EoDitanten lollen iof,, ., fn— 1 keine andern TOikommen, so das« alio tijou e,. e,, . . , Cr— 1 
enthalten darf. 



.Goo^^lc 



Besonder* Fille. 



and integrire dieses System, gßmäsB dem in §. 139 angägebeoea Yeifahren. 
wozu man natürlich jetzt nur n — 2 Gleichangen zd kennen braacht, wenn a 
die Anzahl der CrSssen y, z, . . . ist, am die n — 1" n&ch Änflösung der 
Gleichung (m) za finden. Eliminirt man sodann aus der Gleichnng ^ = Y 
alle Veränderlichen bis auf y, so erhält man hieraus 



-fi 



als n" Integralgleichung. Für diesen FaU braucht man also bloss n— 2 In- - 
tegralgleichangen des Systems zu kenoea. 

Enthielten die Grössen Y, Z, U, . . . etwa kein z, so würde man die 
Gleichung g- = Z in (k) weglassen und die übrigen n — 1 Gleichungen be- 
handeln wie so eben ; elimtuirt man dann aas Z die Grössen y, u, . . . mittelst 
der gefundenen n — 1 Integralgleichungen, so wird Z eine blosse Funktion 
von z und man hat 



./z. 



als letzte Integralgleichung. 

U. Wenn die zweitea Seiten der Gleichungen (k) denselben Nenner 
' haben, so dass also 



80 setze man in (ra) Xju tür n nnd hat dann 



damit M ein integrirender Faktor von 



sey. 

III. Man sieht, dass es immer anf die Auflösung einer partiellen Difieren- 
tialgleichnng (m') ankommt. Die allgemeine Auf lösang derselben kann nicht 
gegeben werden, allein es genügt immer ein Werth von (i der die (m') er- 
ffillt, wenn er nur nicht oder cO ist, und man kann gar oft einen solchen 
leicht finden. 



Gesetzt etwa es sey 

I>I«*I*I, DUhTHlUI- ■. IdI«(tiiI-R 



jyGoogle 



Bi ey 6« 8» 

SO wird der Gteidnuig (m') durch fi=:l geaügt, welchen Werth man als- 
dann wählen wird. Enthält die GrSsse 

X Ui 6y^ ^^Bt^ '"' 

ansaer z keine Veränderliche, so kann piao der Gleichang (nt') genUgen, in- 
dem man (i aU blosse Funktion von x annimmt. Denn danp ist g^ = ^^ = . . 
= 0, also wird die (m'): 

^s^-"Gl-■-^>»•^^-'^■— -'■•■■• 

Enthält dagegen die Grösse 
bloss z, so betrachte man fx anch bloss als Funktion von z und' hat aus (m') : 

Äehnliche Resultate erhält man, wenn 

tU' drj- uKssevJ 

bezüglich bloss ;, n, . . . enthalten. 

IV. Als Beüpiel mag da« folgende dienea, das schon in §. 135 gelost 
■wurde. 



Von diesen Tier Gleichungen kennt man bereits Ewei Integralgleichnngea, und 
da femer die zweiten Seiten kein t enthalten, so wird mau gemiUs I die zwei an- 
deren daraus finden, woisu man zunächst die folgenden Gleichungen benittsen kEuin; 



von denen nun (§. 135, 11) 

ui-zy^c, i' + u' = -^ + c, 
zwei IntegralgleiokuDgen ebd. Man hat also jetzt id §. 139, 1 
, T=-^,Z = -^, U = -^.( = ux-zy. 

Goo^^lc 



Was die dortige Gleiclinng (g') anbelangt, so ist u = — ^ '-, aUo 

ei zx • 8t~ zr'' 

welchen Gleichungen durch 

■■ + (■—)'='-'-'. M 

genQgt wird, eine Gleichung die Bich aus der zweiten der^bigen Gleichungen ergibt. 
Demnach ist , 

Die Gleichung {i) ist 

- 8i 8y 8i 80 ' - 

welcher Gleichung durch ?;= z genügt wird. Da g- = x , so iat z = x | , also 

1 = —; ferner wegen gy = 2z + 2(-^ J — ■ ""** *** '"'*' " "'"''* '^**'' 

kommt, ist 

in welcher Formel z durch den aus (g') folgenden Werth zu ersetzen ist. Alsdann 
ist M ein integrirendei Faktor für r- =^ — . Uultiplizirt man diese Gleichung so ist 



'7 + " 



und dann z aus (gO zu ersetzen ist. Das Ersteie gibt 
—El «I il±i_-n 



^-.y:UV,.,- + 2, 



. + .r=+iV^ 



r'V2,.r+c,.'-7' »> +.'V2,. + c,-- 
t'V2/ir + c,c' — B» V Bi y c' 



Dax' + j' = r' 



„„JXoogIc . 



2 12 nie QlaMniDgen der Anklftluhen Mechanik. 

so dius also 

... 8r Br 

^'e^ i_ ^°P^ 

was die Gleichung (e) in §. 135 ist Setzt man nun endlich ii 
Werth, oder besser in 



f Yz,:;-^~r^^^'. t + c, - + / ". '^' 



I. b. die Gleicbung (d) des §. 135. 
V. Sejen die Gleichungen 



^=..-.+..-. 



in denen die OrOsseo A bloss Ton t abhäogen, rorg^legft, und bezeichnet man die 
«weiten Seiten mit 2, , . . , Xb, so ist die Gleichung (r) des §. 139, nämlioh 

'-<l,— b "' ■ " 

jetzt: 

und ihr wird genügt durch 

— /{A/ + A," + .. + A.f'")Bt 

VI. In der analyttechen Mechanik begegnet inao häufig einem System 
voD 2d Differentialgleichongen von der Form : ' 

dfi _ fijp^ dp, _ 8jp dfn __ J[* I 

dt dq^' dt ~ Bq, dt "~ flq»' ( 

dt~ Bp, ■(it~"~'6p, ''■■'dt~ 8p.J 
wo q) eine Funktion der abhängigen Grössen p, , . . . , p„, q, , . . , q,, so 
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wie etwa aach der nnabhäDgigen t bt. Id diesem Falle ist die erste 
GleichDDg (r) : 

d.h. 

M+l^li+ ^_i^li_s^_il_ 8» et ^ 

8t 8q, 6pt ■ 8qo öp» 8p, 8 q, " 8p„Bq„~ ', 
Dieser Gleichung wird genügt, weou man ^= l setzt. Demnach 
läset sich in diesem Falle der letzte Maltiplikator immer er- 
mitteln. 

Uieher gehört das Beispiel in IV, wo p, = x , p, = y , q^ ^ z , q, = u, 



UebeiAüsEige IntegrationakaDsCanUn. 
I. Wir haben in §. 132 gezeigt, dass wenn 



eine Integralgleichong. von 



(b) 



seyn soll, wo f keine willkürliche Koostante enthält, c aber eine solche ist, 
nothweudig identisch 

|{+yy + 5iz + «„ + ...=„ (0 

seyn müsse, und umgekehrt, wenn diese Gleichung erfüllt ist, auch (a) eine 
der Integralgleichungen von (b) seyn werde. 

Man hat also durch (c) immer ein Mittel zur Hand zu entscheiden, ob 
eine Gleichung (a) als eine der Integralgleichungen von (b) angesehen werden 
dSr'fe oder nicht. 

Gesetzt aber es seyen f,, ... f, Funktionen der Veränderitcben x, y, z, 
...., ohne willkürliche Konstanten, welche für f gesetzt der (c) identisch 
genügen, so genügt dieser Gleichung auch 5p(fi , . . , f,), wo <p eine willkür- 
liche Funktion ist (§. 132, IV). Es ist also 

ebenfalls eine Integralgleichung Von (b). Wegen der Willkiirlichkeit der 
Funktion q> kann aber in (d) eine beliebige Anzahl Konstanten eintreten, in 
grösserer Zahl etwa als die Zahl der abhängig Veränderlichen (§. 131, II). 
Diese Konstanten nun sind überflüssige, und die (d) ist zu ersetzen 
durch das System 
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I,=:c,, f,=c, r, = e,. (e) 

II. Es fragt sich nun, ob man entscheiden kSnne, es enthalte eine ge- 
fundene Integralgleichung KberAQssiga Konstanten oder nicht Sey also 
etva die Gtcichnng 

F(i.7,.,L...,a.b,o....> = C (0 

ans den (b) gefunden mit den Konstanten a, b, c, . . . , C, die in (b) nicht 
vorkommen. Die Konstanten a, b, c , . . . , die in F enthalten sind , werden 
nnn überflüssige seyn, wenn F für f In {c) gesetzt, dieser Gleichung identisch 
genttgt. Denn dann ist F nothwendig eine Fanktion der Grössen f,,.., 
(, (§. 132, V), die keine willkQrliche Konstante enthalten. 

Legt man den a, b, c, . . . besondere Werthe (etwa Null) bei, nnd man 
findet dadurch aus F verschiedene Funktionen, so ist jede eine der Grössen 

f,,...i.W. 

Wird die- (c) nur dann dnrch F identisch erfüllt, dass man Über a, b, c, 
. . . besonders verfügt, so wird, wenn diese Verfügung vorgenommen ist, 
die (f) auf's Neue nach derselben Weise zu untersuchen seyn, falls sie ausser 
C noch willkürliche Konstanten enthält (die alsdann allerdings auch über- 
flüssige sind). 

III. Tritt der so eben betrachtete Fall nicht ein, so sind die Konstanten 
a, b, c, . . nicht alle überflüssige. Da wir immer annehmen es sey (f) 
jedenfalls eine Integralgleichung von (b), so muss immer 

eine richtige Gleichung seyn, wenn sie auch nicht identisch erfüllt ist. Da 
die (g) eine Gleichung zwischen den Veränderlichen ist, die nicht identisch 
erfüllt aber richtig ist, so stellt sie selbst eine lutegralgleichnng 
Von (b) vor. In ihr kommt C nicht vor und man kann sie also nach einer 
der in ihr noch vorkommenden Konstanten auflösen, damit sie die Form (f) 
annehme. Heisst sie di^nn 

F, = c, , (f) 

so tritt jetzt wieder die Untersuchung für die Gleichung (P) ein. 

Genügt F, der (c) identisch (wie in II), so sind die in F, noch ent- 
haltenen Konstanten Uberdüssige; genügt (P) nicht der (c) identisch, so 
muss, da (P) eine Integralgleichung von (b) ist, immerhin 



^n 



(b) 



eine richtige Gleichung seyn. Diess ist also dann eine Integralgleichung 
von (b), die jetzt wieder in derselben Weise in Bezug auf die bleibenden 
Konstanten untersucht wird, ü, s. w, 

IV. In dieser Weise gelaugt man zuletzt auf eine Gleichung der Fortn 
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welche keine willkürlichen Konstanten ebtbält, aber richtig eeyn rnnss. Ist 
sie identisch erfüllt, so ist die Sache in Ordnung; ist sie nicht identisch, 
so kann sie nur eine Verbindung von den (e) seyn, wenn man den 
Eonstanten besondere Werthe beigelegt hat. 

Mqbs man aber so weit gehen, so sind keine der Konstanten a, b, c, 
. . . überflflssige gewesen. 

§- IM. 
I. lDt«gnti0D mittelst Reifaen. 
Seyen wieder 

dY dl d\i 

5i='T.=^'Ji="' « 

die 2n integrirenden Gleichungen, so bilde man folgende Grössen: 






I. s. w., welche nichts Anderes sind, als die Werthe von j—,, j-^, ^ 



T. 


= '^ 


*e. 


Y + 


A 


_ez_ 


BZ 


T + 


D. 


_ 8u 

8s 


BU 


Y + 


T, 


_8T, 
8x 


>^ 


y + 


z. 


-'-t 


8Z^ 


Y + 


D, 


ex 


-^ 


r + 



— j, ^j— j, j-i, .... wie sie aus (a) hervorgehen; setze in diesen Grössen 
X = a (etwa 0), y = b, z ;= c, . . . , wo b, c, . . , willkürliche Konstante seyn 
eoUeo, so ist nach dem Taylor' scheu Satze: 



(Y). + i 


1.2 


(V.) 


+ 


S<'.> 


«).+ ^ 


i-a) 
1.2 


(z,). 


+ 


i^<^.> 


(■.). + ! 


1 .2 


(tJJ 


4- 


S^<°.'- 



wo die Anbängang des Zeigers a bedeutet, man solle s = a, y = b, z = 
n = d, . . setzen. 



[iqn.eaOyGoOC^Ic 



By' 


»» 


By8 


»z 


ö's 


»y 


«■S 


«a 


«I» 


Bz' 


ÜE 


B'S 


F^ 


e's 


8S 


».ej 


8a9z 


8z ' 


8R ez, 


8R 




»y' 
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II. BHODderet F&ll dar Glftchnngsii 

B^_8S 8z^es 8u^es 

6x~8r' 8i 8»' Bi Bu ' ' 

worio S eine FoDktion der OrüBsen x, y, z, u, . . . ist mit einer Konstanten a 
die bei der Bildung der Grössen Y, , Z, , U, , . . . in (b) wegfalle. 
EBiBtalBO^=0.i^ = 0,^ = 0,.. .. Aber 



Bo dass, wenn 



u....»««uu^« gy — , g^ — 

mithin enthält R nnr x nnd a. Weiter ist 

_d_ /'SSN^ 8'S B'S 8y B'S Öj 

dx VöbJ^BiBb 8B8y 8i SbBzBi 
_ B'S 8'S 83 B'S 8S 

~"8i8o"''8a8y8y"*"8tt8z 8z ■"'■ 
= R. 
und da R kein 7, z, . . . enthält, also iRdx ausfahrbar ist: 

'J^ßtx + C. (0 

Diese Gleichung ist also ein Integral von (d). 
Ueberdiess ist 

so daes es geaOgt zd sehen , ob 

von y, z, ... frei sey. 

Sind in S mehrere Konstanten welche in der nämlichen Lage wie a sicii 
beänden, so erhält man eben so viele Gleichungen (f) als es solcher Kon- 
stanten gibt. , 

^i bemerken hietn, dua dieGIeiobimg 

iO-- ^^ 

Qatürlioh inimei richtig Ist, ob die Oleiohnngen — = 0. — = 0^ . . . stattfiudaii oder nieht. 

Die QleiohnDg (f) nützt aber nui dann , venn B Tan j, z frei IM , da man sontt nicht 

integilien kann. 
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220 Giftnivfrtli Ton 

Ist nämlich f (z) eiDmal naendlich zwischen aund b (ßirz), etwa wenn 
z^a, fio bat man (§.42, II): 

in welcher Gleichang (das positive) e beliebig klein seya kann. Für ein un- 
endlich wachsendes p werden die beiden ersten Integrale zu Null , da P (2) 
nicht anendlicb wird von a bis a — e , und von a + e bis b. 

Was das dritte Integral betrifft, so haben wir zu beachten, daes mög- 
licher Weise fCz) für z:=o; springen kann, d. h. dass f(z) vor z = a eine 
andere Funktion ist, als nach z =: or. ^ Alsdann ist allerdings f (z) unend- 
lich für z^= a, weil jetzt die Stetigkeit von f(z) bei z = a unterbrochen ist. 
Wir trennen daher das dritte Integral in die Summe 






WO nun in jedem einzelnen der zwei Integrale jedenfalls f (z) dieselbe 
Funktion bleibt. 

Was nun auch fi sey, so kauo man e immer klein genug annehmeu, da- 
mit ainftz sein Zeichen nicht ändere wenn z von or — e bis a geht, oder wenn 
man z von a bis a + e sich ändern lässt; ** alsdann ist 



/ T(z)«BpEez = t[o-(-e8] f"ü»^ilii = {l<t + 0e\ '"'^''°-'"'^"''',^«) ^ 
Ja Ja " 

woraus sofort folgt, dass für unendlich wachsende fi beide Integrale , also 
auch ihre Summe, zu Null werden. Damit ergibt sich aber die Gleichang (a) 
als auch in diesem Falle richtig. 

Würde P(z) mehrere Male nnendlich zwischen a uudb, so wurde durch 
mehrfache Th eilung des Integrals / fCz)«n/*z3zderSatz sich eben so be- 
weisen lassen. 

üebrigens l&Bst sich die Behauptung, dass / S(z)ii«itz'äz gleich Null zu setzen ist. 



• Z. B. Tot z = oetwaf(z) = z, uaoh z — o aber f(z) = ^. 

** Sollte tinfiz sein Zeichen ttudern, wenn z von a — s bis a geht, so müsete, wenn fi 
iwi«chen 0. und e läge, /t(a — »i)=:ini seyn, wo n eine ganaeZahh ninimt va&n also f 
nur kleiner als v. so wird lin/iz sein Zeichen nicht indem. — Von ü^b — ■bisi^oi + » 
aber buD man nicht gehen, da z. B. für a^2n jedenfalls lin/i (2 n-—e) und(tnf((2ir+ "J 
Tou lerechiedenem Zeichen tind. 
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/ "t*(i) m ;u i 8 1 = ff W .m M 1 a E 
J a-e J a~B - 

+ /'Twri«(*i8z^»»p(«-»+ee)/'"f(z)eE+iwM("-t-e«) /""!:') ei. 

Die beidsD lntegr&]e / f(z)8z, / f(z}BE drücken Fl Scbeninbolte ftns (g:45,'I), da 
f(z) in jedem dieselbe FnnktioD ist nnd aach duselba Zeichen beibehält. Da det ünter- 
ECbied der GrSQzen ■ ist, so wird in Fig. 16 die QcSise MU' = t seja, irorana sofort berror- 
zebt, dass mit kleiner .werdendem e aneh die Fliehe uDbegiliiEt klein wird. Hau kann alio 

/■o ra+t 

e immer klein genng nehmen, damit die QrSssen / f(z)8E. / f(iJ8z beliebig klein Hind, 

worans dann folgt, dass anch / f(z)ftn^z8zbeliebigkleinireTdenkann. Eine solche GrOue 
ist aber Null in setzen. * 

in. Ist also f (z) eodlich vod z =: bis z = b , so ist hiernach 

1=0. (a') 



Trfm 



Dieser Satz gilt übrigens auch, wenn f (z) unendlich ist für z — 0, 
venn nur unbedingt {{z)ainfiz endlich ist für z = 0, was anch ju sey. 
Denn es ist (e > 0) 



A(z)«t.ME8E= /*f(E)mM*8z+y f( 



vo nnn nach I das zweite Integral Null wird für n^iX). Für das erste 
bleibt f(z)«2n^z immer endlich, so dass e klein genug gemacht werden 
kann, damit / f(z)8fn^z3z beliebig klein, d. h. Null sey. * Würde aber 
f(z)«2njuz für z = mit ju nnbegränzt wachsen, so las st sich das Letztere 
nicht mehr behaupten , wie sich diess aus der geometrischen Betrachtung, 
welche wir oben anwendeten, auch sofort ergibt, wenn man nur f(z)«n^z 
als die Ordinate der Kurve ansieht (und dabei (t ^ <x>, e sehr klein denkt). 



p F(z)rin^t ^ 



OrNnzvertb T«n 

IV. In der Gleichung (a') wollen wir f(2) = — —. setzen, dabei 

F(z) endlich von bis b, und b o^ annehmen, so ist f (z) endlich von 
bis b- 'Far z = ist allerdings der Nenner 0; allein es ist (§.22) für z=0; 
— ; — = fi, so dass 



* Ist eine OrAis« so betehafibn, aus man nie beliebig klein nehmen kann, so mn» sie 
gleich NoU gesetzt werden. Denn wSre sie ^d, wo 6 von TeiHhieden, so widerspcieha 
diess der Annahme, üe kOnne beKebig kl^n, also ancb noch kleiner als 6 seyn. 
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GTiMwerthVon /^FW—^S«. 



r(.)-r(0) ., 



■ [r(o)-F(o)j,, 
d. h. zu vird, also endlich bleibt. Demnach 

'^/. "'Ll"^ "•"■'■=<>■ 
Ist DUO Or f ■""''* Bz endlich, bo folgt hieraus 

J t tmx Je ttnz Je naz 

und eß bleibt bloss za zeigen, dass Gr 1 ""'" 9z einen bestimmten Werth 
hat. Alsdann ist 

»ri»=^a. = F(0)ft/"''!?i^8,, b>». (b) 

J n »in 1 J a nnz. "^ « 

Äaf das letzte Integral kann der Satz (a') nicht sofort angewendet werden 
[da dann f(z) = -. — , also nnendlich für z^O wäre, und —. — filr z = 
gleich ^ ist, also mit /t wächst], um es aber zu bestimmen, wollen wir 
^ = 2n + 1 annehmen, wo n eine ganze positive Zahl ist. Man hat nun* 

•*'"^;'>- = H-2|...2-l-...4. + ... + ...2..1. 

also 

/ •-'^--»■ ..= . + „.2. + i..i,4-^.... + J-^i„,. 
J nni 2 n 

woraus 

/•^ringn + l), » ■ 

/» .(«2 2' 

was auch n seyn möge. Da ferner / — — t 9 z sich mit nnendlich 

wachsendem n, nach der Gleichung (a), der Nnll unbegränzt nähert, wenn b 
zwischen nndVr liegt, in welchem Falle -: — immer endlich bleibt zwischen 
-5- und b, so i&t 



• MMMUe H-2[eo»2i + «o.4z + .... + eoi2ni] = S. 10 Ut Sri«2z = «»2z+ | 

iwi4b — «nO+^iinfiz — rin2z + ....4-ri»(2n4-2)z — ««{2ii— 2)1 — »«i(2r+2)H- ' 

tin2az = Vinn{2n + l)ttoiz, und da >in2z = 2(»iz coiz, ao iit 

38m..„. = 2^8. + l),«„, S==!?£±i^. 

(Yergl. mein „BaoiUinch der ebeum nud «pblUiielieu TrigonometiiB" I, %. 11) 

Google I 
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Je im 



jo »mi y« 






nnd mithin in (b) : 



*y:^ 



Fig. 61. 



]t- 



Dabei müssen vir bemerken, dass wenn F (z) für z^Q 
etwa zwei Werthe hätte, wa^ der Fall ist, wenn F (z) die 
Ordinate der Kurve MNM'N' (Fig. 61) suedrilckt, wo für 
2^0 die 2wei Werthe ON, OM' gewählt werden kSnnen, 
in der Formel (c) deijenige zu wählen ist, der gegen die 
positiven z liegt, alao hier OM'. Wir wollen ihn dadurch 
bezeichnen, dass wir F (+ 0) schreiben, ao wie überhaupt, ' 
wenn F(z) für z =: a zwei Werthe haben kOnnte, wir den 
einen mit V(a — 0), den andern mit F(a+ 0) bezeichnen wollen. Dass dieaeMCg- 
lichkeiteu in unserer Formel (e) nicht ausgeschlossen sind, ist klar, da sie bloss ver- 
langt , dass P (e) endlich sey von z = bis z ^ b. 

Y. Der iu der Gleichnng (c) ansgesprocbene Satz gilt eicht mehr f^r 



da die Grösse 



F(2)-P(0) 



rar z = 



! anendlich wird. Aber 



yr^ 



=r-^ 



,. fTW 



Setxt man im zweiten IntegraJe z = 7i — n, g-= — 
Gränzen von & : y > , nad ea ist (§. 42) : 

(z)«w(2n+l)i^ _ p F(«-D)«n(2n + !)(*- 



1, SO sind die 



fl^ 



^l6, = -fl^ 



i«(«. 



t.) 



= /" F(w-n)«.»(2n+l )u^^_ /•■ F(«-.)i».(2 n + 1)»^^ ■ 

also 

= |-lf(+»)+''(i>-o)l. (d) 

wenn mao den Satz (c) beachtet, wo daDo b — -s- ist. 
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224 Di« Fonrira'iebeii Beih«ii. 

§. 144. 
Die Foorienehaa B«iben. 
I. Wir wollen dnrcb das Zeichen 

die Summe der Reihe bezeichnen, die man erhält, wenn man in 

/ f (z) coafi (z — x) 3 z nach einander setzt (i= 1, 2, n ; deBBgleichen 

bedeute -T / f(z)co«^(z — x)3z die Somme der onendlichen Reihe: 
/1W«>.(*-I)B.+ A(i)«..2(i-i)SH-y^'t(«)TOf3(z-i)BH- 

welche Snimne nichts Anderes ist, als der Qränzwerth dem die erstere sich 
mit nnendlich wachsendem n nähert. Man hat aber 

-1-y^" {») e . + äy^t (r) «« ^ (I - 1> B » =y]^" W [-i- + M» (i-i) -+- e<.»2(r-i) + . . . 
Setzt man z — x = 2q, so bat man 



y j^ nna J v 'st 



Lässt man hier n nnendlich gross werden, so hat man als Werthe die- 
ser zwei Integrale, gemäss (c) und (d), wo F (z) gleich f(x — 2z)oder■ 
f(x+2z): 

s) wenn 1=^0: entei lDte2Tal = 0, «weites = ^t(z+0)= ^f(+0>, 
b) wenni^*: enW. lDtegr<il = |-f (i-O). fweite. = |.f(H-0), 
o) wenni = n: erstes Integral ^^ -s-t('< — 0)i «•«!»«» :=0. 
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Die PoaTier'achen Reiben. 

DaraQB fo)gt, daBs 
-l-A(.)8. + Sy^t(.)e»).(.-i)8. = |-f(+0), w, 

= -|-f(«-0).»emi = «. J 

lit f(x) nur einwerthig, lo Ut t(x — 0) + t(H- 0) = 2 f (x). 
n. GaDZ in derselben Weise wird man nan erhalten : 



.y. 






■»■+')■ », 



=y;'i?-;L,)!=iiH±i>i8.-/;(2.-.)'=2|±a!... 

Lässt man hier wieder n = oo irerdeD, so ist abermals 
a.) «11 = 0; eistMlntiigMil = -|-f(0 — i)=-|-f(+0), iweit8s = 0, 
b)fQri^*: errtwlnt«g«l = -|-t(0-i), «weites = "l-ftO-i), 
c) filri = «; ewteaInt«gtal = |-[f(0-«) + f{«-0)]. zwtibKB = —t(0-it). 
Demnach 
^ A(,)8. + sy"'fW.«*.{z + .)B^ = |-t(+0). wennj = 0. 1 

= 0. wennl^", [ O 

= -— f (« — 0) . wenn i = «. I 

m. Addirt man die zwei Gleichungen (e) nnd (0 nnd beachtet, dass 
eotf*(z — x) + eoißCz + x) = 2cos/*zc<m/«x, so erhält man: 

AwB. + 2S«M/.xy^f(i)«..M«ei = «f(+0), wMmi=0. | 

= |.[f(i-O)-l"f(x+0)],*eimi^", I *X> 
= nf(« — 0), weimx = «. ' 

Ist f» immer nnr einwerthig, so ist also die erste Seite = n f(x), 

wenn ^s^a. 

[„iizod^/GoOt^lc 



226 Erwelteraag der eihaltenen Ergebnisse. 

Sabtrahirt man ebeo so die Gleichungen (e) nnd(0< so ist wegen cos |it(z — x) 
— co8fi(z + x) = Zeinfixainfiz: 

ZSHnpsi f(t)#tn(UiB* = 0, wenDi^O oder =w, / 

^-2[f(x-0) + f(x + 0)]. »ennO<i<«. j 

§. 145. 
Enreittrang dei erhaltenen ErgebniSBe. 

J. Man setze in den Formeln (g) und (h) : z = — , x = — , so sind die 
Gränzen nach z':0 nnt^ wobei wir c > voraussetzen; mithin 

Ty:'(¥)--?!-".^/x'£»-'^»-' 

= iif(+0), weDni'^O, 

=l['C-f -«)-'(f -")]• ""■»<v .<-■ 

4.h.-0<i'<c. 
= n{(,t-0). wenns' = c.' 
indem ßr x = ji auch x' = c ist. Eben so ; 

Tt""~^/ o'V~c~J""~^^*'~''' ''»'"■*' = 0. oderi'=;c, 

=-J['(v-»)+'(¥+<')}°<'-<- 

Setzt man hier f (^J = ^ (u) nnd lässt dann die Accente weg, so er- 
hält man [indem f (+ 0) ^ y (+ 0), {(„ — 0) ^ y (c — 0)] : 

f\(i)Sz + 2Sco,'^J^9(z)co,'~SI^ = cvi+0). wenn 1^0. 

= -|-[»'(i-O)+,fi-f-0)].O<i<o,j 

22«n^^ /^»W«"n^^8z = 0, wenn i = oder = c, 

= -|-[v(i-0)+«>{H-0)], 0<i<c. 
II. Man setze in der ersten Formel (i) r y (z) = f (z) + f(— z), so ist- 

60 dass ^ -. 
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228 Anvcndnng der erhaltensq Sitz». 

Formel gilt för x= 0, wenn man alsdaqn nnr den WerthfC+O) wählt, ddiI 
für 3 = c , wenn mao f (c — 0) nimmt. 

Ans diesen Fonneln zieht man (c > 0) : 

''V(r)nn^8i,0<i<c; [ (m) 

wo die erste Formel för x = nnd i,— cnoch gilt, wenn man im Falle 
etwaigerDoppelwerthigkeitan diesen Stellen nnr die Werthe f(+0), f(c — 0) 
auf der ersten Seite setzt. Hat überhaupt f (x) einmal zwei Werthe, so igt 
auf der ersten Seite alsdann die halbe Summe dieser Werthe zu nehmet). 

Für X = oder = c müsete in der zweiten Formel die erste Seite =^ 
gesetzt werden; für i= + c aber in der dritten =i}[f (c— 0) +f( — c+0)J. 
f (x) ist übrigens keiner weitem Bedingnngnnterworfea, als endlich za seyn 
in den angegebenen Gränzen. 

§.146. 
Anwendung der erholMuen SStze. 

Die im Vorigen gefundenen Sätze geben mm bereits die Mittel zur Auf- 
lösung einer bedeutenden Anzahl eigenthümlicher Aufg&ben aa die Hand, von 
denen wir einige betrachten wollen. 

1. Mhji soll eine Funktion ron x finden, die von x^Q bis x ^=c g'leich 1 se^. 
Jüan setze in der zweiten Formel (m) f (z) = 1 , so ist / f(z)«m^^ez 
= -lixttfia — 1], so dvB also 

Setzt mao hier ^ i^ 1 , 2 , . . . , so wird also die UDeadliche Reihe 
4 , , ni • 1 . Sm 1 . 5äi 

immer ] sejm von x ^=0 bis x=:o, jedoch mit Ausschlnsa dieser Grämen. {Sie ist 

— 1 ar > X > — c). 

2) Man soll eine Funktion Ton x bestimmen, die yon — c bis + c gleich x sey. 
In derselben Formel setze man f (z) = z , so wird sie auch Ton bis — e ffir x 

gelten. Alsdann ist. 

/■■<(.)»5pe.^r.™,^e.=-i^„., . 

J <■ • c J c pn 

und mitbin 
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-|-iil.,„.,,.»-f = ..-.<.< + . 

4. h. die anendliche Reibe 

2e. . nr I , 2ni 1 . 3«i^ , 

— ['" — — 2" «"•-^ — '"3**^~'^ ' 

ist gleich X, TOD x^ — c bis x^^ + o mit Anischlns« dieser Gr&azen. 

3) In dem Trapez ABCD (Fig. 62) ist AE = DF ^7- GS. 

= BE = CF=«. BC parallel AD. AD = c; man soll S tf 

die Gleichung des ümfcngs ABCD aufstellen. /' K 

Nimmt man AD als Abszisseuaxe , A als Anfangs- / I \ 

punkt, Bo ist y^x die Gleichung der Geraden AB, ./. i V . 

y = et die Ton BC, y = c — x die Ton CD, So dass man ^ 

also eine Funktion y von x zu bestimmen hat, die von x = bis x ^ « gleich x, 
TOD x = abi»x = o — ß gleich o:, Ton x = c — it bis x=c gleich o— x ist. Wählt 
man dazu wieder die zweite Gleichung (m), so ist 

J * c Ja c Ja c J t-a 

Setzt man hier nach einander jt ^ 1 , 2 , . . . , so ist also 

4c. . an . la l' . 3an . 3«i , 1 . bait . 5x« , 

y = — ,\_im — itn — + ^ IM -^ na— ^ + -^tm-~~~*w— + ■■.]. 

welche Gleichung (in diesem Falle) auch noch für x = und x ^ c gilt. 

Wollte man überhaupt, es solle f^^i 00 seyo von x = bis x ^ a,, 
gleich (pj (x) von x = n, bis x = a, , . . . ., gleich ^.(x) von x=a_, bis a„ 
80 wäre, weun man etwa die erste Formel (m) benutzen würde; 



y = Aj + A, eoi — 



und 

r=l, 2, .... Förx = a, ist übrigens 3 = i[9t(.a,) + 9>t(^i)]> ^' 

X = a._, : y ::= i [y.-. (a„_,) + <p. {s^J^l 

4) Da« bereiu in §.61, 1 gelöste Problem lässt sich auch mittelst der Formeln 
des §. 144 leicht lOsen. Man hatte dort: 

i^,;,+ .l„-„x, <ylT=y ^^'ffl». tt^a-ec«i. 

und sollte X als Funktion von ^ bestimmeo, um namentlich t als Funktioo tod t/i 
zu erhalten. Man setze 



;30 Ux Keplenche Problem. 

T— i(-=A, »in ip + Ä,<in2vj -1- , 

o wird et sicli um die Bestimn^ung' too An handeln. Nach dem Satze (fa) ist aber. 



tiv) = ^S*inßi,J^({z),int,iSi, A„ = ~yj 



t(.)«nDi8i. 



Die Grosse f (z) erhftlt man, wenn man in v — \p, d. b. f(i}i), die i)) durchs 
ersetzt, wo der ZuaauimenhaLDg zwischen v und t(j durch die obii^u Gleichungen 
gegeben ist. Mau sieht leicht, dass 



y^,(.),»..».=y;(,^»),.- 



«o der ZusEunipebhang zwisclien r und \ft geradezu aus den obigen Formeln < 
nonun^n weiden muss. Setzt man liier (behufs Umformung) 



und da die Gränzien ron x auch sind und Ji, so ist 

Aber es ist (g. 27) : 



r)ei = - 



äAj einn[x.— ~ sinxj ( 1— -^coax)8x= — — cosn(x— — ami) ist. Also 
, da fOr 2 = 0, T = 0; für x^'n, v — nt: 

.und da letalere Gri)sse = 0, indem /(l — — coa x) cos n fx — — jm i) B x = 
J ^ a ' '^ ^ a ■' 

-•smn(K --amx), so ist endlich 

Will man diesen Werth bciechnen, so setze man zuerst 

Google 
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verwandle dann CO« f—sinxj, «ini—ainxj in nnendliche ReiheD {§. 54), so 
wird man Integrale erhalten, die wie in §. 35, III bestimmt werden kSnnea. 
Setzt man eben so 

T = Bo + B, c<«ip + B, ooi2*+ 

so ist nKoh der Formel (g): 

B. = — / r«(«i>ip8v. B„ = — / rev- 
Oanz eben so wie vorhin ist wieder 

= -— /rinx*.«(n(.--»«.x)]Bi,n=l.2 r Bo=-^ /Ta-e«.i)(l-^eö«i) 8x 

aaj a '"Jos 

Diese AnflOsnDg rührt Toa Bessel her. Maa sehe .ZeHschrift lUr Astronomie etc." 
von Lindenaa und Bohoeuberger. 5. Band, 1S18, ?. 367. Poisson tbeilt sie in seiner 
Ueehanik {ohne Nennung des Ürbebers) I, g. 221 mit, jedoch in ctwae zu'TeitlanfigerFonn. 

6) DaBs man die abgeleiteten Formelo zu ReibensammiraDgen benutzen 
kann, ist leicht ersichtlich. 

Setzt man etwa in der Formel (h): f(x)^e°', so ergibt sich: 

• wäbrend die Formel (g) gibt: 

Setzt man in derselben Formel i{x)^ainx, so ist wegen 

~ p^J "" ~ ;:^^i "*" 27^+T ) " 2(p^) "" (.=-1 "" " ö^+wU'-^) ' 

. (^l.S 3.6 5.7 V 2 <<■ 

Eine Menge solcher KeEultate habe ich abgeleitet in Grelles Journal, 34. Bd., 
S. 75 — 100. 
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232 EnraltminB fOi Funktionen mehnm TertnderilolMB. 

§. 147. 

Erweitening IQr Funktionen mehrertr YertndwIlBban. 

1. Die Formeln des §. 145 lasseo sich leicht aaf Funktiooen mehrerer 
YerinderliclieD ausdehnen.* Ist nämlich f (2,7) eine beliebige FunktiOD 
der zwei VeräDderlickea x und y, so hat man nach (m): 

wälhrend nach denselben Formeln: 



= ~ X mt — ;^ I f (a, t) nn — — 3 v. 



Setzt man letztere Werthe ia jeden der ersten ein, so erhält man 
nennerlei Ausdrücke für f{x,y), die sind; 

r(i.r)=^,''_]F «""^^yjBuy Vt)«»^b» - 

O^i^o, 0<y<c' 
U. B. W. 

Man sieht, dass man hiednrch nnendliche Doppelreihen erhält, deren 
Glieder von der Form 



* Hiebei taesen wir nno, am die UatersDchong nicht in Teijvickelt zq maohen, die ÜnCer- 
Eoheidnng für den Fall der Doppelwerthigkeil fallen. Wir vüFdeD alio allen Fonneln dob- 
Diehr beisetzen mSseen , dass dieselben für diejenigen Werüie der Verhiderlleben. fSr die die 
Funktion mehrwerthig auftritt, nicht gelten, vobl aber für alle andern. 
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siDd. Geeetzt also etwa, man solle f (x, y) als eine unendliche Doppelreihe 
aDsdrficken, deren allgemeiDes Glied 

wo n and n' vod 1 bis cc gehen können, so ist dem Yoratehenden gemäss 

4 /*' /"•' nni b'«t 
A.,,. = ^ / 6n / f(li.T)fi» rin-^eT. 

II. Ganz in derselben Weise vird man eine Funktion dreier Veränder- 
lichen im Ganzen in 27 verschiedenen Weisen dnrch dreifach unendliche 
Reihen ausdrücken. Gesetzt etva, man solle f(x,7,z) als eine solche Reihe 
finden, deren allgemeines Glied ist 

n*i , n'nj , n"«z 

Am, ■■. n"«M IWI ", ■ ■ «M ;;— , 

wobei n, n', n" von 1 bis oc gehen liönnen, so dass eine dreifach anendliche 
Reibe entsteht, so wird man nach einander h^iben: 

woraus nun, indem man substitnirt: 

+ —r~r, i 5 S «0» «" — -r-nn — ^^ 1 Zu 1 et j f(n,T,v)n» 



0<>t<c, 0<y<c', 0<k<e" (c.c'. 



Wie man eben so flir Funktionen von vier oder 
verfahren kann, ist hiernach klar. So wäre also etwi 



po«i(iT). 
mehr Veränderlichen 



^'^n 



0<.<«, 0<r<0', 8<.<o-, 0<.<='". 
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§. US. 

Andere Form der FoDrlerscheD Beihea. 

L Wir wollen io den Formeln (i) des §. 145 annehmen, es sey g)(x) 
von s=.0 bis X = a gleich einer bestimmten Funktion F (x) , dagegen Null 
von x = a bis X — c, woa>0, c>asey: alsdann ist 

und es ist also 

If(i), »ewiO>s<4. 
■^Jj(z)iz + -ScoB'^J^T(*)co,^U = UF(^), -enni = e, 

(o, wenn a<s^o, , 

c>a>0./ W 

i.|««5L^/F(.)„Äe>^ iF(a). .= .. 

- Setzen wir eben so iu der Formel (1) des §. 145 voraus, f(x) sey gleich 
F (x) von x= — abi8x=+a, Null von x=~cbi3X=— a, und von 
X = + a bis i = + c , so erhält man ; 

i r*. 1 - /•+. -/_■,' ,F(i),-a<i< + a. 1 

2oJ-, c ,y-. e lo._e<.<-a.+a<.<+o,i 

Wäre F(x) zwischen und a, oder — a und + a, doppelwerthig, so 
gälte die seitherige Bemerkung; an den Gränzen a (oder + a) muss jedoch 
F (x) nur einwerthig seyn. Wir setzen jedoch, dei' Kür^e wegen, F (x) 
überhaupt nur einwerthig voraus. 

II, £s lassen sich diese Sätze in mancherlei Weise rerbinden, wie wir an 
einigen Beispielen nähet betrachten wollen. 

Setzt man in (n')c^^2a, so hat man 

Multiplizirt man diese Gleichung mit 2 und subtrahirt man davon die dritte 
(m), in der f (x) :=F(x), c^a gesetzt worden, so erhält man 

Da die zweite Keihe nur gerade Vielfache von — t— — enthält, ao lallen auf 

der ersten Seile dieselben säniutlich aus, und es bleiben also nur ungerade Viel&chc 
__ von g übrig; so dass 

Gooi^lc 



Weitere ReiheD. 



1 — X Für 3; , 80 bat man 



_L ä / F* 



(^„.-!Ü^^Z£^±I>ez = F{-.). —.<,< + ». 



Die Addition liefert: 

Aus der dritten (m) zieht man in derselben Weise: 
s welchen Gleichungen sich durch Addition sofort ergibt: 

'" "f«-f(-.,=| s^ '";."" /»)... -«^^^ 



,1 - M«! /*V/,1,-..''"^fl, 

1 i «ö* / * (Z) <0# ■ Ol, - 

a I ft y -. a 



a<i<4 









Man setze hier 2 a glatt a, nehme weiter an f(x, j) sejNnll, wann x auBserbalb 
:ha liegt, was auch y sej, so ist . 

,.,1^-1) a,. 
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Die VerbindoDg beider QleiehuDgen fithrt m: 



'(■.?)= 



rib !/}>/>'>""- 



rtl !/>."//.''• 



(2ll-l)lt(ll- l) !,•,(,- 



-■<<<+•. -Kr<+b. 

Setzt man hier nun aberdieu 2 b statt b, nimmt dabei aber an, dasaf(i,j) 
Null se7, wenn j ausserhalb +b liegt, waa immei z se^ mOge, so ergibt sich 



,•)•" 



-!)«(■- 



— ££ / Bn / f<u,T)«>s — eol — 

ab I ) y -. y -s 2a 2b 



2ab 
Die Terhindung der beiden letsten Gleichungen liefert; 



«■■'> = .-K^- ?/•«/'.(■••) 



(2n'-l)(i- rt -.<i<+a. 
2b • -b<y<H-b. 



§. U9. 
Die FoTuienohea Integrale. 
I. Die Sätze (□) nnd (n') besteheD für jedes c, also aucb noch wenn c 
unbegränzt wächst Setzt man non ~ = e, bo wird e mit nnbegränzt wach- 
sendem c anbegränzt abnehmen, and da hiernach c = —. so ist wenn Qr 



sich anf ein nnendliches Abnehmen von 


e bezieht; 




Ot [^fy (i) e . + ^ S «.. ,. . ij\ (z) 


»,p..ls] = rw 


»<-<>"••'■ 


Aber es ist die erste Seite gleich 






«-^/Ti— 


c(2Bxeo(2«s + .. 


..]P(.)D< 


=*¥/■>—— 


2ex'cM2*s + .... 


]F(.)es. 


indem <?*• — = 0, man also immer -'- 


in den Klammern zufügen kann. tHeee 


Grösse ist ab« (§.39): 






^f}'/?"'-" 


.«(..)rh)B.. 




80 dass tnan aas den Gleichungen (n) und (n') zieht 






D. 
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238 At)w«Ddangen, 

Beide FormelD veriangeo, dass x>0 seji die erste gilt noch füT x;=^0, d. b. 

man hat : 

Setzt man in der Formel {«') etwa f (t) ^ . ^ ^ , nimmt a=:0, b=l, so ist 

y.'v. (.•+.■) vi^-7- 

Aber 

so dass endliah 

y/l/Tfui-ij VIT? 2- . 

Setzt man in diesem Integrale u = Ipx, abo Vi +u'-= , g— = - — j— . so 

sind die Grftnzen von x;0 und -^i so dass 

3) Aus der Gleichung " 

y7e-.<.,Me. = ^-^,. b>0. a>0. 
in §. 43 folgt nach §. 85, wenn a > ; 

Da aber / coa{bx)eb = — ««(iz), / ■ i , ^^i = Yafe(^=: -^J, so Ist also 

wie schon ans der Formel (c) in §. S5 folgt, wenn man dort ^ = 00, ((=^a, b^^z 
setzt und beachtet, dass dann die zweite Seite =■ 

ist [§.32, IV, (h)). 
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-i^yi_iiy^«" (»-)<«<("■)'(")«■ =-iy|e.y^».(.i).o.(u.)r(.)8,. 
-i-yji_jy['rt.(iix)<i"(-)F(-)».=-ljr8i.y_'j*.(.i)™(,.)F(.)8., . 

^yjij _/}»»<■>) <*•(»■)>'(■) 8. »0. 

worans reicht folgt, dass 

j;/};"»"y]rw«— '8. = F(.). (pT 

wenn z zwischen a UDd b liegt; für z = a oder b ist das Integral stir|F(x); 
imter z ^ a , oder über z ^ b aber Kall. 

§. 160. 
Erweitemiig für Fimktioncn mebreisr TerKadeilichen. ABweadmig. 
I. Ans der Forme] (r) folgt: 

r(«,y> = ^jyr(D,y)#Ma(D-i)Bo8ii. 

also 

Eben so wenn d die Anzahl der YeränderlicheD : 

"-' '-öiiiSzZh'-" •«■)-•.(■.-)—.(■.-') 

e Dt 8 n, . . . S o. e o, . . . 8 B. . (t") 

Da (§.42) 

ff iina(a — x)6aba=0, 
SO ist 

/ fe''i'^)'r(a)bn6a= AA <«M«{n — i)F"(n)8n Bn, 

80 dasB aoc]} 

J_2'£-'-FW...e=FW, •(.) 

vorans 
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F(^y,<....)=^yy!..yel«>l-,-l*B,>",-W + ...1..F_(«..u,,...,u,)eB, e«. 

DieBO Formel kommt auf 

znrack, die jedoch mit (r") ahereiastimmt , wenn raancos[«, (u, — x) + 
«1 (u, — y) +..•] entwickelt and beachtet, dasB alle Glieder die einen Sinus 
enthalten von eelbst wegfallen. Daes in allen diesen Formeln die Grösse 
anter den Integralzeichen innerhalb der IntegrationsgrSnzen endlich seyn 
mosa, versteht sich von selbst. Diese Formeln zeigen, in welcher Weise 
Funktionen dnrch bestimmte Integrale auszudrucken sind , und sind in den 
Anwendungen auf mathematische Physik von ausgedehnter Anwendung, wie 
wir diess an einem Beispiele erläntern wollen. 

II, Id §. 75, VII haben wir Rlr die Bewegung der Wärme In einem dünnen 
Stabe oder Ringe die DifferentialgleicbUDg 

8t_ k 8'v wy 

geAinden, wobei die äussere Temperatur ^ gesetzt ist. Setzt man zur Abkürzung 

— = a, = b, so ist sie: ET^a^~i — >> v, und wenn dann t;= e*" u gesetzt 

wird, so ist gT =; — be u-+-e öt, also: 

-be-"u + e-'"^ = ae-'" — -be-"n d b l? = a — 

Diese Gleichung bestimmt nun u, d. h. v; somit muss u so beschaffen sej'n, 
dssB sein Wertb dieser Gleichung geoOgt, und überdiesa muis für l := dann durch 
U (d. h. t) der anfangliche, als gegeben anzusehende Zustand des Stabes dargestellt 
sejD. Wir wollen, um die ßetraobtung zu er]eicht«m , annehmen es handle sieh 
um einen geschlossenen zylindrischen Ring, der dünn genug sej, damit dieselben 
Gleichungen für ihn gelten wie für einen Stab. Derselbe ist anfänglich willkür* 
lioh erwärmt worden^ und wurde dann sich selbst überlassen, indem er in einen 
Baum von der Temperatur 0" gebracht wurde. Soy x der Abstand eines Punktes 
des Ringes (seiner Mittellinie) Ton einem beliebig gewählten An&ngspunkte, f (x) 
die Temperatur zu Anfang der Zeit in diesem Funkte, i. die Länge des Ringes, t die 
Temperatur zur Zeit t in dem Punkte x. Man erhält aus der Differentialgleichung, 
wenn man Qsse"""^"' setzt: u^am\ so dass ihr also u = e~'*'"°' genügen 
wird. Natürlich genügt ihr eben so u = A e"/"^'"''. wenn A eine beliebige 
Konstante ist. Eben so wird ihr eins Summe ähnlloher Grössen geaUgeq , so da» . 
allgemein 

Sdjn kann. Da r=;ne~^*, so kennt man t aus u. Wären die Grössen mJ^ m,',.., 

Dl*is*T, Dihtaillml- I. InMfnl.ElMbaus. n. 1. Antl. 16 
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pMitir, 10 wfirde mit sehr grossem t die GiOsae u sidier bedeutend groM werdan; 
ferner mnM tflr x=^0 nnd x^k noüiweiidig, \r&g auch t aej , derselbe Werth ron 
n heraaskonunen , dh ja auch derselbe Wertb Ton r dann gilt. Die» ht aber niDht 
der Fall, wenn ni, , m,, . . . reell, Boadem nnr, weua sie Jmagiik&r sind. Hau setse 

also m, i, m, i , . . . für m, , mi so ist 

n = A, e~'">*' |f0(m, i + i «■ in, i] + A, «■"■■•" [«i>#Diii-t-l»Mi m,i] + ,.., 
oder da e~"*<**DOaiii, x, e''*~'''«inin,x für sieh der DiflfareDtialgleiahuDg'genQgeii: 
n = Ä+A, «—■».•'«« in,l + Ä, «-■"«" 00» ni,H-.... 

+ B, •-• ~i'' 1*1111,1 + 8, 8-' ~«"»»»nii,H- 

Nnn mius aber fSr z^O und x:=A derselbe Wertb von n henHukommeD ; 
denmacb mQuen nit, n>i...' Vielfiushe tod -^ le^a. so dasa etwam, ^~t-, m, ^ 

—, m) = -T- Ferner mitas fOr t ^ : t = f (x), d. h.dafSr t = anehT^n: 

n ^ f(x) seyn, so dass also 

f(x)=:A + Ai cMiD, i + A, M»ni,i + ....-t-B, »«niii + B, »••in,x+,... 
aeT» wird. Vergteiebt mau diess mit den Formeln (m) in §, 145, d. h. mit 

so ist c = i A , und dann 

1 /•+ { * 2/^1* 2«! 2 i'+i^ Sdai 
i. = l-J !(z)Bt. A, = ^ / Hz)to.^^6 A, = 4/f(«)««^8" 

"■"tTi«-^' »-ly^H^» 



Nnnm 
bisx = U 


osB aber f(x) toe 
so dasa, wie ma 


x = Obis- 
n leicbt sieh 




-^ 


y^t(.)» 


, A.= 


f/;»~ 


?^..,..= 


4/'«- 


Demnach ist endlich 












A, = e- 


'[y/W8a-+-2e 




»^"■-■'» 



'-'""'"' Z'«'"*^ 



Ist der Ring ein Kreis, vom Halbmesser r, so ist 1 ^ 2 r a. Diese Gleichung 
drückt nun den Zustand der Temperatur im Hinge zu der Zeit t aus. Sie genügt 
der Differentialgleichung und stellt auch für t := den anfänglichen Zustand dar. 

Sey etwaf(x) = Te(«— j— , wo t die Temperatur im Punkte x = sn Anbog der 
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ZeitTorrtellt, «oiat / f(z)c<w— ^ e* = 0, wenn d>I. aber = i«A, weiiiiii=I; 

/* 2n«B r^ 

fW»At— jj— e« = 0, 80 da»8 jetit wegren / f(8)8B = 0: 

welohe einbobe GleieliaDg in jeder Zeil den Zoiteiid der W&rme im Ringe «HdiOi^t, 



Zwanzigster Abschnitt. 

Sie elliptischen Litegrale. 

§. 151. 

Eintheilons. 



W 



I. Wir haben in §.32 gesehen, dass Integrale in denen y a+bx4-cx* 
vorkommt bestimmt werden kSnnen; kOmmtaber V&+bx+cx'+dx*+ex* 
vor, 80 kann in der dortigen Weise eine Bestimmong nicht durchgefBhrt 
werden. Wir werden nun aber sehen , dass alle solche Integrale anf eines 
der drei tblgenden tnrückgefllhrt werden können : 

welche drei wir nnn zunächst weiter natersnchen wollen. Dabei setzen wir 
e'^1 voraas, nnd werden nicht oöthig haben, x Aber -^ hinansgehen zu 
lassen. Femer werden wir setzen 

r-=i^===F(.,.),rvT=ri5F....E(...).r . . »' ^ 

was man ancb in folgender Form scbreiben kann: 



J * V»— ■ "« » J D J " (n-«"«V)V 



m 




244 Fsll, dad«rHodals*a=Oader = l. 

Die allgemeiDen GiOssen in (a) sind dud offenbar 
F(x,8)-i-C, E(i,e) + C, n(j.a.e) + C. 
wenn C eine villkfirliche Konstante bedeutet 
n. Wird in (b) e = gesetzt, so hat man 

v/o das letzte iDtegral aiob nach §. 36 bestimmen Iftsat, indem man «fn'x ^ v 

letzt. Dadorch wird 

Wie wir sogleich (§. 152) sehen werden, genOgt es a zwischen und — 1 anzu- 
nehmen , so dass also 



/* 8i /• e« 2 A ■t/2-+-2a, !>. 

Vl+a ^ ^ 

■nd 

Für e = I hat man 

r(».,l)=y^ ^^ = fly(^-^+-2 "J- ^("•1)=/, «"«18" = «"»^; 

/«> R. 

(l-Hafi»'i)eD»i 
Ton denen das letzte durch ümfonnnng leicht integrirt werden kann. * 

Die drei Integrale in (b) nennen wir elliptische nnd zwar F (y, e) 
das der ersten Art, E (qj, e) der zweiten, JlCgi, a, e) der dritten. 



/ • 8» /• 8g / • Si _ 

ya + a,m't)co« y{i_zV(l + az')~-y(l-.')(l-B'.')t"- ""■ 
dleu Ist aber (g. 29) gleich 

j^Bn+.)~«i-.)-.K.+..)+..(i-..)]=j5i^i(i±|) 
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Bcdsküoii des IntegraJi der dritten Art. £45 

§. 162. 
Bei]Dktlcin des Integnli der dritten Art. 
I. Das lategral n (gi, a, e), in welchem e zwischen uad 1, tp zwiEchen 
Onnd Y li^t; a aber beliebig (natürlich reell) ist, kann immer auf eines 
derselben Art znnlckgeftlfart werden, in welchem a zwischen and — 1 liegt, 
wie wir nan zeigen wollen. Wir müssen zu dem Ende folgende Vorans- 
setznngen untersuchen : 



a EwiieheD und -— , 
et« a a-ro- 2 

80 wird wirklich, wenn a von bis -^ geht, a. von — 1 bis — oo gehen. * 
Man hat aber für jedes a : 

r * wi'iBi _"i [- /-y äi /•»' Bx - -j\ 

J, (l+am'x)yi-e'.«.'i »V« Vl-e'.w'i J» (l+»*.B'i)VnPiM^| 

_ r(ff.e)-n(y.a.e) 

r ggfix8^_^^ /■*■ - ri^'^^e^^ = l±i^ n («.. ,. e) )(«) 

y B (l+a#wi'x)Vl-e'««'j y (H-»«n'i)Vl— e'»m'i ^ ' 

y « (l+a»m'i)Vl-e'«"'> * ' 

Ferner ist identisch 

(I — e'}Ha'x ■ 1 — e'iin'i 



-(1 — e'»i 



- doTCbl&nft, venu 



on»*l(l — e'im'a) 



a TOD bis -^ gebt , alle Werthe > 



Mi «>. roi n = i>t lie wirtlich = 1 , fOr n = — aber «0. Sie darcblaiilt dieie Reihe 
Ton Werthen twch lo, dus kein Werth iveimal ericheint, da sie tonst Maiima oder Hinima 
iwiKliei) B = nnd B = — haben müsite. Daio gehört aber dus — 2 e' «n a ect' a + 
Hl - e'tin' a) iinaeoia = . d. h. nna flo.a [-2 e' et..' <H- 2 — 3 e' wi' o] =0, 
2#M«e<wa(l — e'> = 0. wa> iwl»ohen nnd y unmöglich ist 
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eo*'a[l — e'jin'i — B'iin'ieiM'i] 

eot'aeoi'x + eiu'ann'z — «ti'i-1- e'iiH*atin'x + t' tin'am*x (1 — t'$in*a) 

eoi'ajl — e'nu'x — e'wt'iow' ») 

eet'aeoi'x — fiw*a«m'z(l — e'iin'a) (1 — e'nn'i)' 
worans onmittelbar folgt ; 
!_,» /»» wn'iBx /^ (1 — B'»Mi'T)di 

/f> 1 — b'«w'x — e'ifn'iflix'x 8» 

Die zwei ersten iDtegrale werden nach den Formeln (f) bestiinnit; was 
das le^te anbelangt, so ist das nnbestimmte Integral gleich 

J «M'xVr^IW^ 1 - lg'« tg'x (l -B'««'.> (1 - •'»«'<.) 

~J\ T^x Vl-e'jwi'iJ l-ljF'aV»a-e'"«i)0-6'*«''>> 

/ B(»iVl — a'Wn'i) 8i 

e» 1 — ig'tt iff'x (1 — e'n'n'i) (1 — e' iw'o) ' 

Han setze aUo 

e(fyiVl— e'riB'i)_ eofyg 



SO ist dasselbe gleich (§. 28) 



/ 



t(tffxV\ — e*tia'x) 

n 8» Cn _ r eatga d 



-^^^<T^0- 



2Vl^ 

/*■ 1 — e'rin't — e'jw'tecM'i di 

nw'i — (jj'n*Mi'x(l — e*«fii'a)(l — e'«n'i> Vi— a'ri 



katiD jedoch 9 Dicht bfi -^ | 
a oc wird. Allein in dieaem 

. . n Bi 



* ffieriD kann jedoch r nicht bfi -^ geheo, da twisehen und — die Grtue unter datn 

integralieichen oc wird. Allein in dieaem FsUe kann auch ron D f— , — \^ -- '^'' . , A 

L2 ciM*ii J 

keine Rede leyn, i 



betnchteo, d«reDFaMunel«i,fti«iKhenOui4 — 1. 247 

Setzt man noii noch die Werther ans (fj in (Ue obige Gleichung ein , bo 
ergibt sich leicht: 

_ , 1 — t'tin'a , 1 —■'«««' a 



2««p'on(ff.-e'«„'<.,»>-^^,F<^e) 



vermittelet welcher Formel die Integrale i7(9:,a,e), für welche a zwischen 

— oonnd — 1 liegt, anf solche zur&ckgefnbrt werden, fBr die a zwischen 

— 1 ond liegt, da e'mn*« zwischen nnd I (genaaer nnd e*). 

2) a zwischen nnd cro. 
Man setze 

^ = B*tff'a, (y'o = — j, 

so wird a von bis y geben, wenn a von bis oo geht. Man hat aber jetzk 

(l — e*)»»'«»"'» 1 — fl'riw'i 

1 — («o»'aH-B'irMi'n)»M»'x l + e'tf'atin'i . 



1 — ^' a liu' I. + tim' a tm* X [ — 



eoj'i + ain'atwi'i <1 + e'fy'a) (1 — a'jtn'i) 
woraus, wenn man mit Yl — e*«'n*x beiderseitig dividirt und beachtet dass 
/" 1 — e' hn'i — e' tinieoi'x 8i 



rB[(i- = «n«^iV0 + e'^oHl-8'"«'i)]. 



durch Integration zwischen den Gränzen ond gi folgt : 



— totg'aF(9,t) = -7— ^-r-7-=ortf[ty = «fagtp»Va + »'(y'B)(l — e'«wt'»>I, 

und hieraus: 



lategnlEeieheu KIr z tod bi» — ebentelli noeDdlieh trird, todem 1 — e*<i«'a> 1 — tin's 

d.h.>ft)i*a, also — ~ — > 1 itt. FOf Jin'y= , , wird alto du hin be- 

trachtate Integral ebenUli oniteüg. 
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H-e*iy'Q 



.,■ ^,^^^^^ — -arc[<y = »M<.»(gffV<l+a'fy'°)tl — e'w"'»)J. 0>> 

Vi + e' tg' a 

vennittelst welcher Formel luandieGrßBseii J7(9i,a,e), für welche a zwischeo 

Dod 90 liegt, ausdrücken knnn durch solche, fVr die a zwischen nnd 

— 1 liegt (genauer — I und — e'J. 

Damit ist die antUGglich ausgesprochene Behauptung erwiesen. 

II. Statt der FormslD (g) and (b) , die zni Reduktion der elliptischeD Integral« dritter 

Art disneD. kann DUm auch folgende Redokciotisfonnel anfttellen: Sny * ^^ ~ . . ■ 

ioiitfark = (l + a) A + — Y vie naii leicht findet: 



4-kK'ei (iH-a»«.'x)Vl- 



(•-^T-^'^Vi 



d. b. d»/ , r— 8i = /- — r— j, es ist, wenn man p (HU der Gleichung p = 



beitlmmt : 

j 1+kz' 



n(,.a.e) + n(,. ^. e) = r{,.a)+yj: ^' 



Ist nun a teinem Werthe nach ttber e, 13 ist — nntec e; mithin iit du alTiptltehe In- 
tegral der dritten Art anf ein aadeies dentelben Art rednxlrt, in dem a zirisehen — e and + e 
liegt. Das Integral / ' , \%t immer leicht zn bestimmen, (Tergl, g. 160, m n. 157, IT.) 

§. 163. 

Berechnung der elliptischen Integrale. 

I. Die sich zunächst darbietende Berechnungg weise ist die mittelst nnendlicher 
Reihen (§. 57). So ergibt sich: 

K,.e,=y>..|../',...»..l^../>......... 

welche Reihen, namentlich wenn e nicht nahe an 1 , ziemlich rasch konvergiren. * 

* Ma.a wird dabei beachten , data / »n'"x8i<f> ist (g. 89, 11). 
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Die Lftodeoicb« SatutitDlioD. 
Eben so iat 

2.4* y« l-ha«n'i "" 
in welchen Formeln die Integrale zweiter S«ite in §. 154 sollen beitimmt werden. 

IL Eine zweite Art der Beredinung toh F(q), e) ergibt sich durch folgende 
Betnchtnngen. Man setze 



o folgt dunns nach einander : 

1 , l+ 2eto$2i+«> 1 8x 2(teai2i+l) 

__-l + ^x- (e + ««2i>' ' e<«'x8z~(e + «..2z)' • 



a» 2(e.!o»2z + l) 
6i~H-2ewt2i + e'' ' 



V- V^ 



««*2i 




l+2eeM2 


+ e" 


1 + 






* Va+2e 


eo$2s + t') 


1 + 


to»2t 



(dal + eec«2z>0) 

l + eeot2E l + e<!o»2z _ 

~V[l+e'+2e(l— 2««*z>J~V[(l •+■»)' — ^e«*»'*] (i + e) ■\/i _ _i^ ,i, 

Die GränzenTonz sind, wenn die Ton x Null und q» waren , und cp„ 

ifnttcoi27, — ««2viei«?' = — ewn», 

riji(2»i, —*)=«"»*. 
so dass 2iji, — ?<^i)i, 'Pi<1' lud also 






H-2 e 110*2 1- 






"! + •" 

DiqriiüOByGoOl^lC 



Da 1 — »e + e*=(l— e)», »Isol — 2e + e'>0, l+2e + e'>4B, 
(I+e)'>4e, H-e>2/e, l>i^. »o ist e, < I j fern« (1 -(-e)e, =:2Ve. 
l + e<2, <H-e)e, <2e(, 2e, >2/b, e, >/e iina da wegen e<l sncfa 
Ve^e, so üt e, ]>e. Demnaeh liegt e, zwisohen e und I. 

Nach denelbeo Wnae kann man nun F(i|i,, e,) abermals umformen und erhält 
leioht folgende! ETgebniu: 

Man beatünnM die swiaebeo und -^ liegenden Winkel 91, , <pj, . . , tp^; ferner 

die GrOwen «i , ei e^ au den Gleichungen 

«w(äi»t — ») = •*"••. ""(a^i—f^)™«,«*"!«! -. **»(2».— ^-i)=fc-iM«»B-i; 

_2V'e _?VA _ 2Vfl.-i 

•'-l+e*''-l+.,' *"~ 1+e.-. ■ 

F(fte) = jf;F(»..e,).P(,.,a.) = ^F(,..e.) 

Da Bi ]>e, ej ^e, , .., to wird bei ziemlich groMem n nahezu e.^ 1, also 
dann E(fp„ O =Iv(t~^'2 V**) ^"^ ^^' ^^'' ^'' ^ *'"' aUdann 

'<''"=ff;ilT-i^^(T-^l'-)=ÄÄ->S:;"'(l+i'-) 

HL Man sieht aas U sofert auch 

F(^.e,) = i^F(^B), 

wo nun e < e, , 9 > $1 ■ Verlauscht man die Zeichen e, 91 mit e, , gi, , so hat man 
also auch: 

Paraua ergibt sich 

^ 2-«'-2VT=7' . ^i -Vi-.' Y^^,^ _ i-Ki=i' 
-l^=VT^^'i w(», -»)=Vi-«'i»»- 

■ El iit ftbeifauipt 

j_ _2_ _2_^^ a-.....^^=..-i/''' •". 

1+8 1+e. 1+6.-1 Ve 1/e, V b— i " " 

. Gooi^lc 



ADTendDDg anf du Integnü iweitnc Art 26 

Dabei ist immer e, > 0. Sbtzt man e^tina, m ist 

eo**— - 
woraus leicht du Nadutehende folgt i 

Berechnet man a, o,, %,...., cc-i je zwi*«beii und -ö* mu 

«•a = *, »i«o, = <;'-j, imot = ig' -^ ...-., naon-i^i lg' -^ . 
ferner 9)^ , 9, , . . . , fi. ans 



Da die e abnehmen, so ist bald en = m setwn, und dann ist F (^, eO=f>i> 
DebrigeoB kann ^ ganz wohl -ä (weit) fibersohietteii. 

IV. Ans n folgt sofort audi 

(l + «)y Vl-».'TO'"||«i = «™» + B(».») + !^r(»,e), d.li.(S.4!,iy): 
(l+e)E(»,.^)=.ü»,+E(,,.)+'-^r(»..)i 

E(»,«) = (l + .)E(,,,.,) + t=5.'p(,.,)_,rt,,. 
, DaraiiB ergibt sieh, wenn die Bexeiolmungen in 11 gelten: 
E(».e) = (l+e)E(,,..,) + tj!lr(,,.)-.»»»: 
E<»,.e,) = (l + e,)E<,.,..) + !:^r(,...,)-B,»»,.i 

E(»— i.e— i?=<l+e,-i)E(y.,e^+ ^~^°~' F (ft,,i . b„^,) - e.-i w»y— ■■ 

2 

bt e. == 1, lo ist E(9)b, ej^mnqi. und sugleioh F(<):.-i, e.-i) ^ ^TT^ — 

FC?« «■.), F(fB_t, e,_i) = T— Y^ P(V". ej » dais die Berech^ 

nUDg Ton £(gD,e) hiedurob ermöglicht ist. 
T. Man hat übrigens auch 

E(»,.i.)=~:jE(»,e)-t=iF(,,e)H-~^.l.,. 

Gooi^lc 



dar Iat^«Ie in den FmimIii (■}- 
■o daw, wann nuui e und 9 mit e^ nnd 91 rertaiiMilit: - 

oder wenn man die Bezeichnon^n in m anwendet: 

E{». #> = ««' |-B(»,.B,>-«**?«»-|f(#.. ••) + «■• Y"« •,;<>. = <y'-|-- 
Dam dum: 



EOre. — Oist 

E(».. •.) = ♦.; F(#,.eO=#,, F{».-,. e.-i) = — »,. 



Alle* berechnet nach den Tonchriften in HI. 

Die Fonueln in II nnd IV werden für e' nahe »a 1 (e^> t). die in III nnd V 
fBr c* nahe an. (e* < j) geeij^net sejn. 

§. IM. 
Eimitthing der iDtegnle in dtm Ftameln (i). 
L Han hat identisch 

/•y ii»'"-'xBi _ 1 ri- um-iäi 1 /"♦.,. 

welche Bednktionafonnel sohliesalich anf / filhrt, ein Inteinal das achon 

in §. 151, U bestimmt wurde. 

U. Um nnn aber die Integrale deren allgemeine Form iat 

zu beitiminen , wollen wir etwas allgemeinere Bedaktionsfbrmeln anfslellen. Zu 
dem £nde bezeichnen wir dorch $ eine der drei Grössen ein i, eoax, las. und be- 
haupten, es iej immer: 



b, e bestimmte Grössen sind. Um diess zu rechtfertigen, ney 
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RedokÜouifbnnelD fOr 



./<•(,- 



1)1 = «««. also Vi — 8'»»n'>r-~ Vi — «'«"'»«<«« = Vl — e'™«'! Vi— »m'x = 

A=^ ] , b^ — (1 + e'j, c^eS lud das obere Zeicben gih; 
2)t=M".Vl-«'»'"'''J^ = -**""Vl-8''*''» = -V0-e<«'i)(l-e'+e'eM>s) 



= _V(l-e')-(l-2e*)«w'i-9'««*i, 
a = I — a', b = — l+2e', o = — e'. du nnUre Z^dien gUt ; 

.)t=.,..yi^r?^?i='"-Vf'=-/'-rT$^"-^'''" 

Vi + (a-.')i»'n-a-.')»'i. 

a=:l, b:=2 — e't e=t — e*, du oben Zeichen gilt. 
Sey min 

y=f— •V»-!-bf' + 0l*. 

■oist 
ey^ 8(t-'Vä4-bt'+ct') 8f^ (D-8>fti--* + <n-2)bt-^+(ii-l)ef- 81 

^^ (D-8)at-' + (D-2)bf— + (n-l)cf 
Vl-e'ri«'i 
so dass alio, wenn man noch x integrirt: 

±f-'VaH-bf + ef = (,-8)a/'. ^~';' , +{u-2)y, f-^^L= 
J Vl — e'im'i J VI — «'*"'»• 

Setzt man hier £^«^nx, ooex, (^x und beaahtet die oben gefiindeiien Wertlie 
von a, b, c, eo hnt man : 

/ • nB'iei _ n— 2 1+e' / * rin°-'x8x n — 8 / * nii°-*»8i 

Vl-e'A'.~«-l •' yVl-e'w'x (n-De-yVl-.'-*-"- 

/ • eoi-«8i _"— 2 2e'— 1 /• coif—TDi n— S i— e' / »eoi— *i8x 
Vl-e'-iH'. "-1 •' yyi-e'».'. »-1 •■ y Vi- .'.»•. j „,, 
■ "'""'Ij. Va-e")-»-!«')««'«-»"«"'!, 



/ • <g-'e» _ n-22-e' / ■ »'-'i8x d-3 1 / 'tg--'x8x 
yVl-e'"»'x ■-"-•yVl-e'n.'. n-1 l-e-y y ,_,.^., 

-^ (.-'?i'ole-) V' + »-«') 'g'^ + C--')»''. 
in welchen Formeln die letcten Glieder anch heieeen : 

i),„„tah,GoOi^lc. 



Or yi-a-fl'««'«) *8x. 



Dabei setien wir nun n all poiitire gaaie Zahl roraiu, obgleich die Formeln 
unbedingt gelten. AUdiwn fahren dieielbea toUieislicb »uf 

r Bi > t 81 / ■ £'e« 

yvi-e'««*i' yvi-e*"»'x' yvi-B'««'i' 

Da* ente dieser Integrale gehOrt zu den nnmittelbar elUptitohen rntegialen; 
'das tveite Usit steh nach §. 32 bestimmeD,* während fUr das dritte san hat: 

r ri^',e. ^\_r B^ \_ /V i_,.^., 8,. 

yvi— ••*-•« •'yvi-«**i-'x -'y^ 

Vl-s'#m'. yVl-e'»<a*i y Vi-«'«*«'«' 

m. Die BedokUoDsfonaeln (k) gelten natfliUch auch fSr ein negatires n. Setzt 
man, um diesi klarer heirortreten zn lassen, — n + 4 an die Stelle Ton n, so zieht 
man leicht ans denselben : , 

y«,-*Vl-»'*i"'- «-1' 7*A."-'xV!-e'»A''x 

»—1* y»»— *xVl— e'«"'* (n — 1)««— ■» 

/ 8» _ n— 228*— 1 P 81 

eo«"iVl— e'wi'i" ""1 1 — e'y<w»— »xVl— e'wn'T 



n— 3 «' /^ 81 «w»V"l— b'wb'i 

+ „_1 l-e»y«„.-.,yi_B'H«'i (n-Dd-e*)«»»"-'«' 

f 4^==-==:?(2-e')/* ll — 

J ijrxVi — e'«"'x ""^ y (y— «xVi— «'»«'i 
- _?=::5(i_,^/' 8' „ Vi-s'ri..', / 

""' /lS'°~*iV* — e*«»'i <n— I)e<M'i(y-'x" 

Diese Fonneln führen sehlieislidi anf 

/ 8» / ■ 8i /• 8« 

t'vi-B'*A.'i' ytvi-e'»i"'x' yvi-«'»*-'-' 

von weldien Integralen das erste fQr n = 2 noch darch (k') auf bekannte rednart, 
das zweite aber nach §. 32 bestimmt wird. 

* Han satia tn dem Ende für {^=n«i:«Diz=^z, flii' £ = «o(x:Maz = x, fttr t^i^z: 
oo*i = s. 



Beunderei Fall dt {:=y 1 — e'Mn'x. 



y" f°8i 
rj-- ^ ,= nur /Br ein ffe- 

rades n (positiv oder negatir) »chlieBtlieh auf elliptische Integrale fiilirt. 

IV. Auch für den Fall dass S ^ Vi — e'w'n'i, hat man 

1/1 r-r-i-6i ,. .lA-t* i/e'-l + t' 

VI — «n I j- = — e »w"ie<«i = — « y "~T~ V i = 

_Ve'-l-(e»-2)l'-t'. 
a^e' — 1,1)^2 — e', c^ — I, nnd e« gilt du nntMe Zeioben, 

y Vi-."«.'. »-1 7 vi-«"<*". j 

"— ' y Vi— e'«»«i , \(j) 

/; Pi _n— 2 2— e' /• 8i / 

JL ~n-l l-e'/ °^ , 1 

(l-e'»w.'i)' Vi— e'««'x •' (1-e'ffn'i) 'Vl-^'f^»'" l 

-Sfi-/ 



(l-e'4i«'i) • Vi-«'**-** (n-Dd-eia-a'rt.'!) » / 
So etwa wäre für n ^ 2 : 

/' 8« 1 /*! — e'nn'x , e'imxtoti 

(l-e»*A.*x)^~'~*^*' Vl-«'*^'« " (l-e')Vl-e'*w*s 



die Integrale 

/• »»•■i8i /• «o** " 1 8 1 

(1— ft'»n*i)'* V 1 — b'mo'i -^ (l—e'»Mi'i)^Vl —«*«"'« 
leiobt auf obige znrttekgefBhrt irerden kSnnen. Setzt man eben so 

■oist 

Itn + *Eu+l=P.. 



EB±eEi = P«. E^±eR, = P., E,±eB,=P,, 



woraus, wenn Fg , P, , . . . . nach dem Obigen bekannt sind, deMgleiahen B« , dBim 
R( , Bj , . . . gefimden werden. Für | ^ «n x ist aber 

7(1+8»« x)Vl--''*.»> /(Vl-e'^'x)' .y(i-e'«»'i)ä /(l-e=.£«'.^' 



qgg BednktiDn de* Integrali /(A +Bi + .. + Ex*) *8x. 

wetohe beide Idtegrale beatimmt weiden können. Aehnlicbe Integrale werden wir 
aber immer durch die naohfolgenden Methoden bestimmen können, so dass die Auf- 
■tellon; weiterer beionderer Beduktionsformeln unterbleiben kann. 

§. 166. 

r öl 

Reduktion dei Intenala / - ■■ ■■■ ■ — auf elllpUicbe lotenftle. 

Das Integral 



h 



' V'A+Bi-t-Ci' + Dl' + Ei* 
läBBt sich immer aaf die Form /■ ; ,' ■■ , briaseo, eben so dasje- 

nige, d&B man ftlr £ = aas dem vorigen erhält, wie sicli im Nachstehenden 
seigen wird. 

E nloht ^ , mitbin geeebeii / — — r — , 

I. Die Gleichung Ä+Bx + Ci*-hDx' + E-x* = habe vier reelie 
Wurzeln a, b, c, d so, doss a< b < c < d. Wir setzen diese Wurzeln als 
angleich vorans, denn wären nur zwei einander gleich, so käme das vorge- 
legte Integral anf §. 32 znröck. Man hat also identisch 

A + Bi + Ci' + Di'-hEx' = E(i— a)(i-b)(x-c)(«-d). 

Wir müssen nnn, in Bezug anf die Gränzen von z, folgende Fälle nn- 
ter scheiden. 

1) X liegt nnter a, oder Ober d. Da immer Ä + Bx + Cx' + Dx* + 
E X* posiüv seyn mass , (x— a) (x — b) (x — c) (x — d) es aber ist, so mnsa 
nothwendig £>0 seyu, da sonst x nicht in der angegebenen Weise liegen 
darf. * Man setze nun 

I — ft_ 1 — z a(l+t) — cd(l-t) fli^ 8a(d — >) 

woraus 

__ a<a-d) (!- ») _ _ a-b + B(b-J)+(a + aJ--b-..b)g 

a-c + n(o-d) + (a + ad-e-aB)» (a-d) Q -H) 



• Für die Anwendungen nSmlich wird immer Va + Bx + ... + Ei* reell Myn; «n»- 
lytiich vSre ein negatires Eanch tnl&iEig; mMi würde aber dann bleu i^V — 1 »U Faktor 
im Nenner heransintetiBD haben. 



Alle Tier Wnneln TOD A + Bi + . . -f- E x* = eind reell. 257 

Eli-eX.-b) (.-e)(i-d)UJ 

4a'(d-»)' 1 

E o(«-d)'(l-.')[(.-b)(H-.)+«(b-d)(l-z)|[(l,-<)[l+U+.(c-d)(l-.)J- 

Die noch anbestimtnte Grösse a wollen wir nun so bestimmen, dass das 

im Prodnlite der zwei letzten Falitoren enthaltene Glied mit 2 ansfalle, wozu 

nothwendig ist dass 



(s-b) (>-•)-<." (b-d) (e-d)=0. 



(a-b)(a~c) 



(b-d)(e- , 
dann ist jenes Produkt 

(a-b) (a^c) (l + i*) + «ac-d) («-b) + (a-e) (b-d)]-(l — s')+«*(b~d) (c-d> 
(l + .') = 2 (a-b) (a-c) (!+«■) + •[(• - d) (a-b) + (a _ ,) (b-d)] (l - .■) = 

2(.-b)(a-,) + .[(,-d)(a-W + (a-c)(b-d)) + l2(a-b)(.-.) 
-. |(e-d)(a-b) + (a-e)(b-d)|'l.". 

Die Grössen (a — b) (a — c), (c — d) (a— b), (a— c) (b—d) sind alle 

positiv; setzt man also a anch positiv voraas, d. h. = V .f~,! ," , so 

T Ib — dj(c — d) 
ist 

2(a-b)(a-eH-.|(e-d)(a-b)+(a-e)(b-d)]=«[V(i=d )(.-b)-i- V(a-t)(b-d)]'. 
2(a-b)(a-e)-«[(e-d)(a-b)+(a-t)(b-d)]=-a[-l/(.-d)(a-b)+V{iig(C5)]'. 
SO dass wenn znr Abkürzung 
^_ -V(.-d)(a-b) + V(a~.)(b-d) _ (a-_.)(b-d)-(e-d)(a-b) 

V(.~d)(a-b) + V(a-.Mb-d) V'("-d)(a-b) + V<a-c)(b^d,j" 
(a-d)(b-.) 
. ■ [V(e-d) (a-b) + V(a-c) (b-d)J' 

gesetzt wird, wo also e positiv und < 1 , mau hat : 

. I /-BI^ '_ i 

i+Bi+Ox'+Di"+Ej'Ve.^ E[V(.-d) (a-b) + V(a-e) (b-d)J' ^ 



<l-.")(l-e'V) E(a-d)(b-e) (1- 
nud man hat daher das folgende Schema : 



_^/ (b-.>(c^ .. Vte-a)(d-b)- 
V(d-b)(d-.)' V(e-a)(d-b)- 



y(d-.)(b-.) 



V(e-a)(d-b) + V(d-")(b-a)' 

V;A + Ba + Ci'+Di' + Ei' yE(d-a) (c-b) 7 V(l- i") (l-e'e') ' 
Was die Gränzen von z anbelangt, so liegt diese Grösse zwischen —I 
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268 AUa TJ«r Waiteln todA + Bi+.. + Ei* = lind tmU. 

2) X liege zwischen a Dcd b. In diesemFalle ist (x— a)(x— b) (x— c) 
(x — d) oothwendig negativ, also mass £ negativ aeyn. Man setze nnp 
b— » _ 1— ^ _ b + na + (b — aa)« ai_ 2aft — a) 
I— a~"n-i'"^ l+tt + O— a)i ' 8i~"[H-o + (l— o)i]'' 

, ._ (b-a)(l + i) ^ a(b-a)(l-i) 



_ (b-e)(l + t) + a(a-c)(l-») (b-d) (1 + i) + a(t-d) ( l-i) 

l + a + O— «)l ' H-« + (l— a)i 

lass wenn wieder a ho bestimmt wird aus 



(b-.,(b-«-..(.-0(.-d) = o,.= -/|=||H|. 
man zugleich beachtet, dass dann 

f|,_,)(b-d) + a[(> -c)(b-d) + (b -c)(a-d)] + »■(»- e)(a-d) 

= a[V(a-c)(b-d) + VO)-<')<«-<ljJ', 

(b-,)<b--d)-a[<» -e){b-d) + (b- c)(«-d)] + a '(>-c)(a-d) = 

-«[y(»-«)(b-d)-V(l'-<:)(a-d)J' 

nnd man setzt: _ 

.^V >-')t''-^)"V"ft'""<'-d) 
V(«-c)(b-d) + VO>-c)(a-d)* 
man haben wird : 

(,_a)(,-b )(.-c)(»-d ) = -«(b-»'(l-»')a[V(>-t)(b-d) 
+ V(b-")(»-d)J'(l-«'OfH-«-t-(l-B)i]-*. 
and da aach 

^^ tJ-e)(b-a) 

[V(a-c)(b-d) + V(b-«)(a-d)J' ' 
SO erhält man jetzt folgendes Schema: 



^-■•"1+'' '' {c-a)(d-*)' V(o-«)(d-b) + V'(=-b) (d-»)' 

/ 8x _ g^a / * ei 

Va + Bi + Ci'+D.' + Ei* V-K<d-c)(b-a)yV(l-=') (!-•*«)' 

Dabei liegt z immer zwischen — 1 und + 1 , e < I. 

3) z liege zwischen b nnd c. Jetzt mnss E positiv seyn nnd man er- 
hält ganz in derselben Weise : 

DahiD«i, «0 mDM— — ->0 »eyn. Duu gehSrt aber, daas z zwUchen — 1 npd + 1 liege. 
FüTi=i— QOist^^=l, alM«j^ = l. * = — 7^1 fttri = a, abe(i = Ii Mr 
«=d iMt- — 5=00, alM R = — 1, fliTx=«c wl»deTi=: — 7-^. Aiiebiite<']. 

[iqn.eaOyGoOgle 



Zwei dleier WarxelD tind reell, twet tnagintr. 268 

,_b 1+,' V {d-b>(b-»)' V(d-b)(o-a) + V(d-c)(b-«)' 

/; 8i gye / • 8> 

Ya+Bi + Cj'+Dx' + Ex* VE(d-«)(<.-b)/V0—O (!-•'=')' 
z zwischen — 1 und + 1 , e < 1. 

4) X liege zwischen c und d. Jetzt mnss E < seyn und man hat: 



V(j_,)(,_b-j 



d--i^___l-z ^^-./ (d-a)(d^^ ^^ V(c->)(d-h>- 
. 1-0 l+i' V(o-»)(c-b)' V(«-a)W-b)4-y(;d — a)(c-b)' 

/ 8x _ 2Vi) r . 8« 

Va + Bi + Ci' + Dx' + Ei' ~ V-E(b-a)(d-e) / Va-z") (l -e'i') ' 
II. Die GleichuDg A + Bx + Cx' + Dx*+ Ex* = hat nur zwei 
reelle Wurzeln: a<b, und zwei imaginäre : m + ni, sodass 

A + Bi + Ck'+Dx' + Ei» = E(i — a)(i — b)[{i — id)' + ii'], 
WO natürlich n ' > 0. Man hat non folgende Fälle zu nnterscheiden : 
1) x< a oder >b, so ist £>(), und man aetze wieder 



I— a 


1 — 

'1 + 


I . 8-ob + (»+«b 


)« 8x 


2«(l 


,-a) 


I— h " 


ü' * l-tt + U+o) 


. ' 6z H- 


.„ + (!+„),]•■ 


Boiat 
(x-m)'+ii'= 


r>- 


ob-m + mß-t-(H-ab- 


-m-m«)zl' + 


nTl 


-a+d+B)«]' 




[1^- 


-f-d +«).]' 






so dasa wenn « 


ans 


der Gleichung 








(*- 


-ab 


— ni-l-ma){a + ob — m 


-n.<.) + D»(l 


-«*) 


= 


beetjmmt wird, 


ans 


der folgt 









" -(b— )■ + »•', 
nnd man znr Abkürzung setzt : 

(a— ob — m + mo)* + ii'{l — n)' = /l', (a + ab — m— in«)* + n*(H-o)' = 7*, 

man hat m 

<x-a>{i-b)[{i-i>.) -(-Di- [i_„ + (i+;),]. ■ 

so dasfi also hier: 

«—-.'-■ , ,/ (.-■)■+.■ /•, " 

i-b~ l + i* V (b-iii)' + n'' y VA+B«-*-Ci' + Dx' + Ex" 

=?£? r '■ 

VE /(/(■-«■)«''+>'■')' 
z zviBcheD — 1 und +1. 

2) X liege zwischen a nnd b. Ganz wie so eben hat nun, ilajetzt£<0: 

!»• 



„Gooi^lc 



252 ' EnnHUnng dw InWgnle in den Formeln (i)' 

■o dUB, wenn man e und <p mit e| und 9, Teiiuiaobt: . 

oder wenn man dl« Bezeichonngen in m anwendet: 

Dun dann: 

E(»n-i,B.-i) = '«w'^E(»,„e,.> — <ioly«„-ii;p^'F(«^. eJ + rin'^Hn,»,; 
0—1 

Eill e. =: i>t 

B(f.,e^ = jp,i r(»B,e.)=fi., F(fi,_i. en-i)= - — - — 9., 



Alles berechnet naoh den TorichrifteD in 1I[. 

Die Formeln tn II und IT werden für e' nahe an 1 (e'>i)t die in III a od T 
fllr e* njüie an. (e' < j) geeignet seyn. 

§. IM. 

Ennittloug der Integrale In dpn Fonneln (!)• 
1. Man hat identisch 

/^ «»"-•-'xBj 1^ /'»' «wi''i8i 1 /■*'.,„ 

welche Bednktionifbnnel BehlieMÜch anf / ■- 7-y~ führt, ein Integral daa aohon 

in §. 151, II bestimmt wurde. 

XI. Um nnn aber die Integrale deren allgemeine Form ist 

zu bestimmen , wollen wir etwas atlgemeinece Beduktionsformeln aufstellen. Zu 
dem Ende bezeichnen wir durch | eine der drei Grössen ain x, cosx, tgi. und be- 
häuften , es sey immer : 

vi=^J5;?5||=±v.+bf+.i'. 

wo a, b, c bestimmte Grössen sind. Um diess zu rechtfertigen, sey 

Goot^lc 



Bedaktioneformeln 



fBr /i'{l-e'»«'T) »e 



253 



1) t^iitii, also 



Vl-e'«»'x|i = Vl-e''*»'«''«» = Vl-e'rin'iVT"-»»' 



= 1 , b = — (! + «'). a = e*, luid du obere Zeleben gilt; 



2) t = eo,T. Vl-«'«m'>^ = -™sVl-e'««> = -VO-««'i)a-e'+e*M.'i) 



= — V(l — •') — (!— 2e'> om'x— e'oö#*i, 
= 1 — e*, b = — l + 2e\ = — e', du tuitare Zeichen gUt; 



^l + (2_e')(jj*H-a-e')e?*x. 
a =; 1 , b ^ 2 — e'i =: 1 — e*, du obere Zeiolieii gilt- 

Sej miD 

y = |— •V» + b|' + ci'. 



Bj 8(t-*Va+bf+cf) et_ (i.-3)af^ + (n-2)bf-' + (n-l)ef « ' 
^^ (D-8)»£-* + (B-2)bt— + (D-l)cf _ 
■D dast alio, wenn mui nach x integiirt: 

Setzt man hier £ = nnz, mux, ^z und beachtet die oben ^fbndenen Wertlie 
T(« a, b, o, so hat man : 

/ ' tm'xax _n— 2 1+e' / * WB°-'i8i d — 3 / • Wn— *i8» 



/ ■ ww'xax __ ii— a2e'— t / • CO«— *x8r n— 8 1— e' / • cop-'i8x 1 
vi-e'rii.'x "-1 *' yvi-«'»*»'" "-' «'yvi-«'^'» ' 

+ -^Sy^ V(l-e')-(l-2c')-<««x-e.«...x. 

/ • <ff«ie« _ n— 22— e' / • fff°-*i8i p— 3 1 / • (ff— *idi 
Vl-.'*"i •-11-iy Vl-,'K»". .-11-.'/ Vi-.'««'« 

-^ („-^ol.l Vl + g-t-Xff't+d-'')»'!. 
in welchen Formeln die leUten Glieder snch heisaen : 

DijriiüOByGoOl^lC. 



«•liifllr/f-{l-B*«w'i) * 



:)*8i. 



»'tft.'» eof-'ximi'Vl — t 'im'x iy— «iVT 



(B-l)e' ■ (u~l)e' ' {>.-l)(l-e')w.'x' 

Dbbfti letcen wir Dan n all poütlTe ganse Zahl Toratu, obgleich die Foitnelii 
anbedingt gelten. AUdann fOhren dieselben ■ohlieMlieh auf 

/ • e» '/l_lll__ / t'8« 

yVl-o'iAi'i' yVl-e'»i«'>' yyi-e'n-'i' 
Da« ento dieser Integrale gehört, m d«n nomiltelbar elliptiaaben IntegraJen; 
'da« zweite I&sst sieh nach §. 32 bestinunen, * während fQr das dritte man hat : 

= — ; / , ; /VI— • ••* »BX, 

Vl-e'«-'« • V Vi-*'»*"'- • V 

/ ' ftw'ifli _ r 8» _ /■ <fa't8» 
Vl-e'»M.'x~yVl-«'ri"'' yVl-e*ri»'i' 

y i,-x8. 1 y,^-,.^,. 1 /,-eW,-.w,^.... 

y Vi-«'«*«'« *-*'' '-*y «m'.vi-«'»*»*- 

= — j3^ yVl- a*»m*i8H-Y4p(?TVl-e'»<"'i- 

m. Die BednktioiiifoTnielD (k) gelten natUrliah auch für ein negatives d. Setzt 
nun, nm diess klarer hervortreten zu lasaen, — n + 4 an die Stelle ron n, so zieht 
man loioht aas denselben : , 

y e« -"^^n n f °' 

y^-xVi-«'»*"'« — 1 7»fa-'xVi-«*»*-'i 

_ n— 3 , r Bi cotiVl— e'wi't 

/ 8i _ n— 22b'-1 f 8i 



n— 3 »' /• 8i »fatVl— e'wt'K 

■^D-1 l-B'yeoi"-*xVl-e'»«.'i (i-Od-«^"«"""'« 

/• /' - — ^" n-] /* 1^ — 

y ^iVl — •'**•'' ""^ y ^— »xVl — e'««'x 

. _Ei:3j,_^^ /• 8x _ Vi-,.rt.^ 

«-* y (y—'iVl-o'™!'! (n~l)ew'x^f— '; 



Diese Formelo fEUureo schliesslidi aaf 



/ 8i i * 8i /■ 8» 

fVl-e'«i»'i' yfVt-e'ti»'«' 7 Vi- «'»*.'-' 
Ton welchen Integralen das erste fQr n ;= 2 noch darch (k') anf bekannte redntirt, 
das zweite aber nach $. 32 bestimmt wird. 



' Man setie zo demEnd« Kt t ^ lins : eoi x := t, für i^eomtinx-^t, Ki t^tfx: 



Beiondeni Fall d&{ = Vl — e'nn'z. 

. , =^= nur fOi 

radea d (poaitiT oder negatiT) lohlieMlich anf elUptisoh« lotegrale ffifart. 



IV. Auch 


fllr 


den Fall diut | = 


= Vl 


-*'l 


m'x, hat man 


VT^^ 


/'-^t-^=i^ 






-V.'-i 


=^ 


-2)( 


-f-. 


- • = 


'- 


1. t = 2-e'. = 


-1 


nndM 


tpk du nnlwe Zdcbeo, 


mitbin: 
















y; 8i _ n— 2 2— e' /- Bi 
JL n-1 1-e'/ -^ , 

_ p— 3 1 /^ 6i e'wnieon 



So etwa wäre ^ n = 2 : 



I /*t/T 1 ■ . n e' «fnnM«K 



V. Da«n*x = 
die Integrale 



/• jtn* ■ I B I y 



(1— «•im'ij'Vl — e'nn'i '' (l—e'*»«'«)* Vi —«'*»"'» 
leicht auf obige znrllokgeffilirt werden ItVnnen. Setzt man eben so 

y (l + ef) Vi — e'Wn'l / Vi — e'*i«*i 

Bn±8H,+. = P.. 

so da» also 

Eo±eE. = Po, I^+eE, = Pi, B,±»B,=P, 

woraus, wenn Fg , P, , . . . . nach dem Obigen bekannt sind , deaaglMohen Bg , dann 
Bi , Bj , . ■ . geflmden weiden. FUi | ^ st» X ist aber 

/ 8» _/ '(l+B«ni)8i _ r 8» /• »foi8» 

Cl±eW«s)Vl-e**Ai'x~y(Vl-e'«n'i)' 7 (i-e'»»'.)? V(l-e=««',^' 



Esduktion d«t iDtegtal* /(A + B( + ..-f-Ei'J 



welche beide Iiftegrale beitimmt Pferden kflnnen. Aehnliehe Integrale werden wir 
aber Immei durch die nachfolgend en Methoden besljnunen kOnnen, so dasa die Anf- 
■tellnng weiterer beaonderer Reduktionaformelii unterbleiben kann. 

§. 165. 

■■ ■■■■ anf ellipüsebe letettnle. 

Va + Bx-*-..Ei' 

Das Integral 



fv. 



f VA+Bi + Cx'+Di'-t-Ex' 

läBst sich immer anf die Fonn / . , -' — briniceD, eben so daeie- 

y V<i±»')(i±«'»') ^ . 

uige, das man fQr £ = aas dem vorigen erhsit, wie sich im Nachstehenden 
zeigen vird. 



E nicht = , mitbin gegeben / 



(-D»' + Ei' 

I. Die Gleichung A + Bx-l-Ci*4-Dx' + ETt* = habe vier reelle 
Warzelo a, b, c, d so, dass a< b < c < d. Wir setzen diese Wnrzelo als 
ungleich voraus, denn v&ren nar zwei einander gleich, so käme das vorge- 
legte Integral anf §. 32 zurück. Man hat alao identisch 

A-+-B. + C.' + Di*-f-Ex* = E{i-»)(i-b)(i-o)(i-d). 
Wir mflssen Dun, in Bezug anf die Gränzen von x, folgende Fälle un- 
ter sehe ideo. 

1) X liegt unter a, oder über d. Da immer Ä + Bx + Cx' + Dx'-h 
Ex' positiv seyn mnss, (i— a) (x — b)(x — o)(i — d) es aber ist, so mnss 
nothwendig £ > seyn, da sonst x nicht in der angegebenen Weise liegen 
darf. * Man setze nun 

«-»_ i:Zl ad + zj-odfl-i) 8i^ aa(d-«) 

x-d""!-!-!' ' t+i — «(1-1) • Se [l-« + (H-<.)t]'' 

woraus 

a(»-d) (!-») ^_ft-b + n(b-J) + (a + gd-b — ob)z 



,-e + (.(c-d) + (> + ad-e-..t)t , . (ft-d)fl + «) 



* Für die Anwendungen nSm lieh wird immar Va + Bi + .. . + Ex* reell leyni uik- 
IftUch wttre ein negatiTea E anch EoIfttEig; m&D würde aber dann blw» )=^y — I all Fakter 
im Nenner heranszuietien haben. 

Goo'^lc 



All« Tier Vaneln ti 



-b) (.-«)(.-d)UJ 



i;(i-.)(.-b) (: 

. ».'»-■)' 1 

E .(»-d)'(l-,')[(,-b)(H-.)+aft-d)(l-i)|[(.-t)[l+.)-h.(.-JXl-!)J- 

Die noch anbestimmte GrSsse « wollen wir nun so bestimmen, dus das 
im Produkte der zwei letzten Faktoren enthaltene Glied mit z ausfalle, wozu 
nothwendig ist dass 

(.-M (.-.)-.■ (b-j) (.-d) =0. .'»Jj^ijipili 

(b — d)(c — dj 
daun ist jenes Prodakt 

(a-b) (ft-e)(H-L') + B[(c-d) (a-b) + (»-<*) (b-d)].(t-i*) + a'(b-d) (e-d> 
(l+i*) = 2 (a-b) (ii-cXH- 1') + .. [(c - d) (a-b) 4- (a - c) (b -d)] (1 - I«) = 

2(»-b)(a-o) + «[(c-d)(a-b) + (a-c)(b-d)] + l2(a-b)(a-c> 
-o j(c-d)(»-b) + (a-c)Cb-d)[]z'. 

Die Grössen (a-b)(a — c),(c — (I) (a— b). (a-c) (b—d) sind alle 

positiv; setzt mac also a anch positiv voraus, d. b. = V , ~ ^ '*""* g^, 

" (b — d) (o— dj 
ist 

2(a-b)(a-e)+«[(t-d)(a-b)+(a-t)(b-d)]=B[V(e -^)(a- :b)+V(>-,)<b^4)]'. 
a(»_b)(,_8)„„[(o_d)(a-b)-H(a-c)(b-d)]=-<.|:-y(«-d)(«-b)+V{a-<.)(b=dj]'. 
so dase wenn zur Abkfirzaag 
^_ -V"r°-d>(a"b)+y(a-c)(b-^ ^ (a-^)(b-d)-(c-d)(a-b) 

V(o-d)(a-b) + V(i-c)(b-d) V{o-d)(a-b) + V'<»-cHb-dj|' 
^ (»-d)(b-c) 

- ■ [V(c-d) (a-bj + V{a-e)(b-djJ* 

gesetzt wird, wo also e positiv nad < I , man hat : 

A + B. + Cx' + Dx'+E.'Ua^» E [V(«-d)(a-b) + V(a-e) (b-d>J' ^ 



d-»-) (l-e'O E(ft-d) (b-c) (l-i") d-e'.') 
und man hat daher das folgende Schema : 

*-a^ 1-» „^l/ «'-°><°^»> ,^ V(0"»)('i-b)-V(d^^^Mb^ 
,_d H-,' V(d-b)(d~e)' y(e_,)(d_w + V(d-e)(b-a)* 

/ 8i 2Ve /■ 8i 

V;A + Bx+Cx'+Dx'+Ei'~V'E(d-aH<:-b)yV{l— r'Xl — e'i'>' 
Was die Gränzen von z anbelangt, so liegt diese Gr&sse zwischen —1 



— hier immer potitiTiil, Mlitanoha- pMlÜTj da wir veiter b poilti* 

I, DiAraatill-i. Iitatial-Reokai^. U. l.Anfl. IT 



25B All« Tiar WonalD TOD A + Bz + . . +Ei* = tind reäll. 

2) X liege swiBcben ■ ond b. Id diesem Falle ist (x~a)(x— b) (x— c) 
(z — d) oothwendig negativ, also nrafis G negiUiv seyn. Man setze Dun 

b— « _ 1— I _ b + ..>-+n> — aa)» 8l_ 2gfb — >) 

woraas 

(b-»>(l + ,) „(h-a)(l- z) 

H-a4-(l_a),' " l+»H.(l_„)i' 

(b-c)(l+i) + ,(>-c)<l-») (b-d)(l + 2) + a(.-d)< I-0 

SO dass venn wieder a so bestimmt wird ans 

(b-.)(b-d)-.-(.-,)(.-«=o. .=-/|e§|=|. 

man zngleich beachtet, dagg dann 

{b-c)(b-d) + a[(> -,)(b-d) + (b- c) (>-J)] + «'(»- t){a-d) 

= «[V(«-0{b-d) + V(b-e)(a-djJ'. 
(b-e)(b--d)-«[(a -c)(b-d) + <b- o)(a-d)] + a '(t-c)(>~d) = 

-«[V<a-c)(b-d)-K<b-c)(a-d)J', 

nnd man setzt: 

^ ^ V(»- e) (b- d) - VQ. - e) <>- J) 
V(>i-c){b-d) + V(b-cMa-<l/ 
man haben wird : 

(x-t)(i-b )(»-C>(x-d) =:-a(b-»)'(l-»').[V(t~c)(b-d> 
+ V{b-e){»-<')J'a-'>'i')[l+'' + {l-»)tl-*. 

vnd da auch 

^^ (d-.)(b->) 

[V(a-<:)(b-ii) + V(b-c)(»-d)J' * 
SO erhält man jetzt folgendes Schema: 
t=f=„2zii jt^V ^p-faXd-b) ^_ V(c-a)(d-bj-V(r^b) (d-»> 
X-.0 i+.' V(c-a)(d-a)' V(e-ii)(«i-b) + V'(c-b)(d-a)' 

/ • 8x _ ^ 2>^B / • 6x 

/yA + Bx + Ci'+Dx' + E»* V-J!;<d — cHb-»)/ V(1-«')(I— •'»)' 

Dabei liegt z immer zwischen — 1 nnd + 1 , e < 1. 

3) X liege zwischen b nnd c. Jetzt mues E positiv seyn nnd man er- 
hält ganz in derselben Weise: 



nehmen, w mnii'—— ]>l)ie7ti. Dazu gehSit aber, dais i iviiehen — 1 nnd +1 liege. 
Für 1=^ — 001.(1^ = 1, alMaY~ = l. i=^-~, fflt x = », aber i = 1 ; tut 
i^d Ut ^-^=00, alto i = — I, tliii=ta wieder I = — T-^ . AnehiUe<l. 



Goo'^lc 



Zvii dleiet Worzeln tind reell, ew«1 



i-b 1+.' V (d-b)(b-»)' V(d_b) (=-«)-+- V<d-o>(b-«)' 

y; ex 2Vt r s« 

V'a + Bi + Ci'+Di'+Ei* yE(d-<i)(c — b)/ V(i-«')(i-«'i')' 
z zwischen — 1 aDd + 1 , e < 1. 

4) X liege zwischen c und d. Jetzt moBs E < seyn and man bat: 
J-x^^l-ü __W <cl-a)(d:^ ^ ^ V (e - .) (d^:^ - V(d^«) (e - b) 
i-c l+i' " V (o — «)(o— b)* V(c — »)(■! — bJ + VW — »)(c — b)' 

/ 8i 2T/e / • . 8» 

V'a + Bi + Ci' + Di' + Ei* ~ V_E(b-a)(d — c) / \^(1 - O (1 — «'i') ' 
II, Die Gleichung A + Bx + Cx' + Dx*+ Ex* = hat nur zwei 
reelle Wnrzeln : a<Cb, nnd zwei imaginäre : m + ni, sodass 

A-l-Bi + Ci'+Dx> + Ei' = E(i-a)(i-b)[(i-ni)' + D'], 
WO natürlich n ' > 0. Man hat cnn folgende Fälle zu unterscheiden : 
1) X < a oder >b, so ist E > 0, und man setze wieder 
»— » _ 1 — I - »— nb + (>-f-nb)t fli_ 2bO> — a) 

i-b~'"l + i* *" l-o + (l+o)i • 8z li-'> + (l + «)il'' 
SO ist 

M . [a— ab— ni + mn + {» + gb — m- mB)i]' + p'[l — a + (l +«)»]' 
(.-m)'+,i = [i_„ + (,4.„,.3l • 

SO dass wenn a ans der Gleichung 

(» — ob — m + nin){» + ob — m — in<i)-l-ii'(l— o') = 
bestimmt wird, ans der folgt 

" ~ (b— ni)'+^' 
nnd man zur Abkfirznng setzt : 

(8 — ab — mH-i>i<.}' + ii'(l — «)' = (»'. (a + ab — la — mo)' + n'(l+")' = r*' 
man bat % 

so daes also hier; 



'1- 



" V (b-iii)' + n'' JYT 



l-t-«' V (b — iii)' + n'' y VA+Bi + Cx' + Di' + Ei* 



VE /vi 

]}anz wie so el>en hat 

DijoicBByGoOl^lc 



^ V (!-■■) (f'+r'»") 
z zwieclien — 1 und + 1 . 

2) X liege zwisclien a nod b. Ganz wie so el>en hat man, dajetztE<0; 

17» 



260 Di« riM WiiTMla n>n A + . . + E I* = lind imaginir. 

y'^(b — OS — m +iiia)' + ii'{I — a)', 

r ei 2ya r «i 

J V"A+Bx+Ci'+Di'+E I* V — E / Vl\-i')(p'+y'i') ' 
111. Die Gleichung A + Bx4-Cx' + Dx'+ Ex* = habe die vier 
imaginfiren Wurzeln: m+ Di, m' + n'i, bo daee 

A + Bi — Cj' + Di' + Ei' = E[(i — m>' + n'][ti — mT + n"]. i:>a 
Man setze 

»--ni_ l + «i _ n(I + ai) + m(g — «) fli_ ii(l-H.i'> 
D ~ o — z ' ' « — « . ' Bt (« — »)' • 

SO ist 

, ,. .__ »'[(«-.)'+ (l + «-)1 _ n'(l+a') (! + »■) 
(— ) +« - i^ZT^, («-.)■ ' 

so dass, wenn a ans der Gleichnng 

(n + na — m'o) (m'+n« — m) — n''« ^0 
besümmt vird , maD hat 

(x — di')'+n"=^-i^^, p' = (ii+mo — in'a)' + n"o', 7' = (ai' + B<r — ni)' + n". 
{a — i) 

Was a anbelangt, so gibt obige Oleicbnng 

_ B" + (.n-tD-)'-'''+V'4"n' ( m — m-)' + [■■'■+ (m-m')'-pT 
2ii(ia-m') 
Setzt man nun die angefilbrten Werthe ein, so ergibt sich (wo die 
WarzelgrSsse positiv zn vehmen ist) : 

y "' - =-i/j±»! / • »' - . 

Was ß* nnd y* anbelangt, so ist 

^._,. = [„._(„-„')'-n"](l-«')+*>'{»-n>')" = e-'-('"-'>'')'-""ia+»') 
+ 2 [o"+ (m — m*)'— n'l «'+ * n (m — »') " = [n*— <m — i#»— d"] {l-4-a*) + 
2n(fa~m')a(a'—l)+in{m — jB')^ = [ji>~-(jD~-my — n"]{l+a')+2ii{m — ai')X 
„(1 +«") = (! + o')[n»_(m_B')'-n"+2«i(m-m')«]. 
Nnn ist aber 1 + a* > 0; ferner, wenn man obigen Werth von a 
einsetzt : 

* DiB GHeiohang, welche a bwtinunt, iat 

[n' — (m — m") ' — n"] a + n (m — m*) o> — {m — m*) n = , 
Tonni folgt 






. Goo^^lc 



E = 0. Die Wmtela ti 



„.^(„_„-)0„'.^.2D(m-m')«=V4n'(o,-m)' + [n'»-f-(m-in)'-n']'. 
also auch positiv, mithiD (S' — y* >■ , d, h. /J* > /*. 



£ = 0, miUiin To^elegt f- 



VA + Bx + Cx' + Di' 

Man wird leicht beachtea, dass es im Vorsteheoden in Wahrheit nnr 
darauf uikam, die Integrale , 



//±(x-ft)(i-b)(i-€)i-d)' J\ 



V+{,_,)(,_b)[{i_«).+„.]' 



/v^ 



'VEfr-n')*+i']l(--m')' + n'T 
nmznfbrmen. Femer ist klar, dass wenn man in dem Ausdruck 
E{i-<i)(i-b>(»-c)(i-d) 

setzt E = «, a = nnd dann zu Null werden lässt, derselbe zo 

{.x+l)(.-b)(i-c)(x-d) = (i-b)(x-c>(i-d) 
wird. Je nachdem nun die Wurzeln von A + Bx-4-Cx' + Dx' = be- 
schaffen sind, wird man haben 

A-(-B«+Ci'+Dx"=D(i— b) (1— c) (i— d) oder = D(x — b) [(j — iij)'4-o'], 

und mau wird für E ~ e und a= diese Grössen, in denen D wegge- - 

lassen ist, nninittelbar aus dem FrQhereu erhalten, wenn man « = setzt. 
Daraus folgt nun leicht: 

IV. Die Gleichung A + Bx + Cx'+Dx*=0 habe drei reelle Wurzeln ; 
b<c< d, so dass 

A + BH-Gi'+Di'=D(i — b)(i — c)(i — a». 
Dabei sind nnn folgende Fälle zu nnterscbeiden : 
I) X sey immer grösser als d, so dass D>0. Setzt man in I 1): E 

= e, a= und laset dann «=0 werden, so ergibt sich das folgende 

Schema, wenn man statt des Faktors x — a geradezu 1 setzt, oder statt 



l/d— b— V^— 



i-d "1+»' " V(d-b){d-c>' Vd-b + Vd-c Lyd-b + Zd-eJ"' 

/; 61 2Vfl r 81 

V^A + Bi + Cx'+Di* YdW-^) J VU-E-Xl-e'«') ' 
2) X sey kleiner als b, also D<(>. In derselben Weise ertüUt man 
aus den Formelu in I 2): 



=y(e-b)(cl-b>, 



- D X* = hkt noi eise TSelle Wimel.' 



folgt: 



W-b + Vo-i» [Yd-b + Yc-by 

/; ex 2Ve /• 8i 

Va+bh-Ci'+Di' V-I'W-'')/V(i-»)'>0-«''')' 
3) X liege zwischen b und c, also D>0. Aub den Formeln in I 3) 



i-b "i-i-i' " Vd-b'' y'd-b+yäzr^ [YO^+Vd^J* 



yVi-H 



2Ve /■_ 

iKc-b)yy^ 



^Vä+Bi+Ci'+Üi' VI)(c— b) y y (l — i') {l — e'*^ 
4) X liege zwischeD c uad d, also D < 0. Ans I 4J f 

1 — I l-i i/d= 



Vd-b + Vc-b Lv'd-b + v 



~bj'' 



fA+Bx+Ci' + üx' ~ V-lXd-c) y V(i-z')a-e*x') ' 
V. Die GleichuDg A + ßx-)-Cx* + Dx' = habe nur eine reelle 
Wurzel b. Alsdann ist 

A + BH-Ci' + Di* = D(i-b)[(x — ni)' + n']. 
1) Seyx>b, alBoD>0, so folgt aus II 1): 

,^' = 2[l+a(b-m)J, i.' = 2[l-o(b-n.)]. 



"Vfb- 



«)•- 



/^ 



2) x<b, also D<0, 

x=„i^..=y(S=^ 



i- Dx^ KD y va-«')(i»'+-?" 



a nim aas II 2) folgt: 

, ((• = ao' — 2«(b — m), 7' = 2o* + 2B{b — m), 
2/a 



y; e» 2/a r öi - 
V"a + Bx + Ci'+Di' ~ V^ü y V(i-x')(^' + r'i') ' 

VI. Hau kann ^cb leicbt überzeugen, dui die lo IV und V behindelteit FMIs richtig 
gelöst lind, venu man direkt sabstituiri, and »ir woUea dieas, um keinerlei Cuklacheit zu 
Temnacben. doch nocb kurz andeatea. 



1) 



i-f 



s+*-ir^= 



n 



T + d-b,«-t 



-r+d- 



D(. b)(i »K» j)^n l'-^°"-m-"— W~''))'"'+°'''-')+"^'<''^'))'l(i+-) 

iD[Vd-e + Vd-'> + CVd-c-Vd-b)Ji;Vd^ + Vd^^j 
I + (Vd-t-Vd-c).] (!-■') j 



_p(Vd- 



yd-t)'(i- 



-.Vd-l.'d-«)' 

i!)(n-..)a-.') n(t-t)(i- 



Vd— «Kd-bo'o-i)* 



^■•)(1--') 
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g) i = b- 'i'^,'' I D(.-b) (■-.) (f-i) 
«(!-»> Q. — c-» + (b-e + «)i| [b~d-i. + 0>-d + «)z] 

/Da(l-8')V'c^Vd^[-V^^- Vd- b + (Vd-b-Vc-b)»] 

\ [-VPrb-y^^^ + (V7=b-Vd-b).] 



D.'(1-»')[V 



^yd^J'(-n-«l)^-l-.■) 
(1+.)' 



»). 



.(i+.r 

nb + (c — ab) 



', (i-b)(x-e)&-d) 



1 + . + (!-•). 
_ p(c-b)'(l-i^[c-d + a(b-d)+ jc-d~»(b-d}t] 
- [l + « + (l-.).J' 

.(»-b)'(l--')[»'+° + (-'-«)']('-b) .'(c-b)'(d-b)(l-.')[(H -.)'-(l-.)'»'| 
[l-i-o + (l-B)iJ' [H-a + (l-«).J* 

a'a + »>'(d-b)<e-b)'(l-z')(l-e'i') a'(e-b)'a-i')(l-«'l'> 
- [H-. + (l-.).)' .£!+. + (!-.)■]• • 



4) WlB nutet Kr. a 

(l + .)[(H- 






ii.)(i-.))'+»'.'(i-')'i 



.■<i-.)' 

(!-.') [<l+rt '+2..(b-m) (!-.') -Kl-. )'l_ (l—') [/!■ + >'■'] 
- .'(l-.)' .'(!-.)• • 

.(!-■) ,, „„, n,i=*.'i -»— 'IW+r'-'J «i_ g- 



.(!-.)■■ 



Va Eierau ergibt sich, daas das Integral Jy ^+b^+c x-+ u ' i'+ei- ' 
80 wie / ' immer auf eine der drei Formen 

yv(i-.')ci-e>ö' vva--")w+r''") yi^(i+.')i(i'+/'-") 

(i«'>r"). 

znrflckgefßhrt werden kann. Die zwei letzten kann man dadurch, daas man 
/?*alB gemeinBchaftiichen Faktor heraussetzt, d.h.(S*+)'*z'=^*Qn-y,»'J 
schreibt, noch etwas vereinfachen, so daas man schliesslich nur die Integrale 
/ ■ »■ f «■ /•, '■ 

J va~«')n-«'«") ' y f (1 - "■) (1 + k'"') y V (>+■■) (i+«'-'> 



gg4 Rcdnktioa dct «balMnen Iniegrala uf elUpUiehe. 

iD denen e*< 1 ist, zu betrachten hat. Dabei liegt fSr die zwei ersten 2 
zwischen — 1 und +1, d. h. da dieselben nur z* enthalten, z zwischen 
und 1 (§-42, Vif), f&r das letzte kann z alle möglichen Werthe haben. 
Um nun diese Integrale auf elliptische zu rednziren, setze man in deüselben 
bezdglich 

und hat 

/; St _ r wiffB» ^ r e» 

/ 8t ^ r — »wi»8y ^ _ r Bp 

K(l^i-)(l + k'»') ym.»yi + k'«M'p yVl+k'-k'wV» 

/[ Bi /• 85 r 8y __ 



fr. 



welche drei Integrale, in denen gi zwischen und y liegt, zu den ellipti- 
schen Integralen der ersten Art gehören, da e*, , , 1 — e* kleiner als 1 
und positiv sind. 

§. 156. 



K«dakti(m dei Integrah 



■fr. 



'VÄ+ 

I. Gesetzt man habe das Integral 



fv 



fW8 



f VA + Bi + Cl'+Ui' + El' 
in welchem E auch = seyn kann, und wof(sj eine rationale FunlUion von 
X ist von der Form der in §. 29 betrachteten Brüche, also 



so ersetze man x darchz, wie es §. 155 verlangen würde, damit yÄ+TT+Ei' 
auf die Form Y(l±i')H±e''t') reduzirt werde, so wird f (x) immer noch 
eine rationale gebrochene Funktionvon z seyn; abdann ersetze man z durch 
än^, coagi. tg^, je nachdem es V(i±z'; (l+e'?) verlangt, so wird das 
Integral (a) auf das folgende reduzirt seyn : 
FBy 



h 



„üOhyGoOl^lc 



\ß(f)[& + ßx 



Du allgemeine Integral 

wo F eiae rationale gebrochene Fanktion yonthtgi, oder ootg>, odertffy 
igt. Zerfällt man dieselbe oacb §>29 in Partialbrüche, so wird man die 
Integrale 

Vi— •'»iB*»' J y\—i>'tin'v J V l—e'tin'v J {x+tinvyyT—^'tin't' 

/[ 8y r g y / ■ (A«ifiy-*-B)B» 

(»+e<w»)" Vi— e'*i«'»iV {»+ ^ »)■ VI— e' tin'r 'J [(nB»+a)'+b']»V l-e'«m'»'' 
/ • (Acwy + Bj&y / " <Atg» + C)8y 

y [(eM,-Fa)'+b*J-Vl-«'"n*»' / I(«y»+a)'+b']- V l-«'»*»-» ' 
ZU ennittelD haben, nnd wenn man alle diese Integrale zu bestimmen im 
Stande ist , so darf offenbar die allgemeine Anfgabe, dag Integral (a) zu be- 
stimmen, ab vollständig erledigt angesehen werden. Was nun diese Inte- 
grale anbelangt, in denen 91 nur zwischen und -^ liegt , so sind durch die 
Formeln (k) des §. 154 die ersten drei bereite bestimmt, während die For- 
meln (k') desselben §. die drei anderen bestimmen würden wenn a ^0 wäre. 

II.- Um für den allgemeinen Fall, in dem a nicht =: ist, Redoktions- 
fbrmeln aufzustellen, beachten wir dasB 



_ 6 r eoiyyi—e'rin'y -l 



£n-l + a(l + e^»fa. 



(a+««y)'" \ J (a+«nff)°V'l — a'»*»',! 
— (n — 2)(l + a*J#HiV~2aa'»«i*»i + {o — 3)e'«n*).], 
Man eetze nan 
n— l+a<l + e")»«i). — {n — 2)(H-e'}rih'j. — 2aB*«n'). + (n — 8>e'««*^ = A 
+ B(a+riny) + C(a4-JW>»i)'-)-D(» + iMi#l)' + E(a + ««,.)», 
SO erhält man, indem mau die Koeffizienten derselben Potenzen von ain^ 
einander gleich setzt ; 

(n — 3)e' = E, — 2ae' = 4aE + D, — (a — 2) (H-e') = ea'E + 3aD + C, 
a(H-e') = 4a'E + 3»'ü + 2»C + B, n — 1 =Ea* + Da' + Ca' + B» + A, 

woraus 

E = (n — 3)a', D = - I4n— IO)ae», C = {n-2) (Ba'e' — e* — 1), 
B = (2t.-3>[H-e*-2a'e»Ja, Ä = {n- 1) {l-a'> <! -a'e»), 

SO dass also : 



(a + «« »)— ' 

+ (2n-8)a(l-t 






4-{d — 2X6.'.'— .'— 1) / — = 



+ (10-4.)... f '- ' -.(—-)■■ /■ ". 

/<.+«»,)— Vi-.'''»'» y(.+»«rt-'Vi-.'*"» 



2«d Du allgemrine Inlegrsl /f{i)[A + Bi + .. + Ei*] *8s. 

welche Formel eine Redoktionsfonoel för / -^^^= darbietet. 

Sie fDfart bei fortgesetzter Anwendung (bis zu n = 2) schliesslich auf 

yl \9 f 8» / '(» + tiBTi)ey / •(a + ring>)'8» 

(a + «n»)Vl-e'»»n'»i' yVl-e'Wn',' /Vl-e'««',' /Vl-e'**«'*' 
von welchen Integralen die drei letzten bereits in §. 154 behandelt sind. 
Das erste gibt 

y (a+#i«»)Vl— e'"«'» yVl-e'«BV »'-""''' 7 (a'-«n'w)Vl-e'""V 

/| «twff 8y 

y (tt* — »H»'»J Vi — e'nn'ff' ■ 
von denen das erste zor dritten Gattung der elliptischen Integrale gehört, 
das zweite aber nach §. 32 integrirt werden kann (cosqi = z gesetzt). 

' in. Ganz in derselben Weise erhält man auch folgende Rednktions- 
formel : 



t-(4n 



-S).'f ^^ 

lo,.../- 'r . . 




Diese Redaktionsformel, die noch f&r u = 2 aDwendbar ist, führt 
schliesslich auf die Integrale 

(a+cM!P)Vl-e'"'''»' y V)"^^^"'nV ' 7 V'-e'.«',' 7 V l-«'"""V' 
von denen die drei letzten in §. 154 schon behandelt wurden, und 

/; 8^ / * (a — eoi y) 8 » 
(a-l-eo»v) V^i — e'ttn*^ J <a' — «o»'ji) V — e'»in*fl> 
/l 8ff _j r eoiff 8 y 
(a'— H-«tiV)V~l— e'"»'?' y (a'— eö*V) K' — e'"»'iP ' 
wovon das erste zur dritten Gattung elliptischer Integrale gehurt, das 
zweite nach §. 32 integrirt werden kaun (wenn man nn 9 = x setzt). 
IV. Ferner hat man iß derselben Weise : 

[Jiqn.caUyGoO'^lc 



Du allgemeine lQ(«f[nl f t{\) [A -t 



-(n-3){l- 



">h 



K4ii-l0)ii(l-e")/' 

-(Q-2)r2- 






+ (2i.-3)»[a-e'+2a'{l-e*)] /*— I f , . 

y.<a+(yv)'~' V l--e'««"»> 

-{B"l)[H-a'(l-a')l(H-a')/'; ^| ^— ._ - . (e) 

welche Formel (für d=2) schliesslich ausser den scboD in §. 154behandelteD 
Integralen noch anf das Folgende tUhrt : 

/■ Sv / * a — f ? y B» 
(» + (;?») y'l-e'.in'ffV a'-fy'v Vl-e'»in'?> 
/ a «o> ' » — rin gl «0« y 8 fo /■ em^ip 8y 

a'e<M'(. — «»'» Vi— e'««' ^ ~ V a' ~- < l + a"J rin' ip Yl—e'ti»'v ' 
r lin ip eoi 96 j> 

yia'-(H-a')ri»'y]Vl-e'..«V' 
von denen das letzte nach §. 32 integrirt werden kann («"n'y=x), während 

/toj'ijifl »I ~ f ' y — nn'41 &» 

[a'-CI+O^iV]!^!^^"^^^^^"'-^.' +'''"""'»' Vl-«'""V 

1_ /■ tif J_ / ■ 9y 

~l + ''V[»'-(H-a')ri«V]Vl-e'rt«*y'*"'+'VVl-e'««'»'' 
und also anf elliptische Integrale der dritten und ersten Art znrückkomnit. 

V. Wir hätten nnnmelir, noch Redaktion sformeln filr die drei letzten der Inte- 
grale in (b) aufzustellen. Wir können diess jedoch vermeiden, wenn wir in den 
drei vorhergehenden a auch imaginär aeyn lassen, also bei der Zerfällung von t'(x) 
in Partialbrüche nur Nenner von der Form (i + a)° zulassen, wo a sowohl reell als 
imaginiir seyn kann. Dann gelten natürlich dieselben Beduktioneformeln (c), (d), 
(e) noch, wenn auch a imaginär ist. Da die imaginären Wurzeln immer paarweise 
voikonimen, ao wird schliesslich das Imaginäre imnisr wegfaUen. Wendet man aber 
die Beduktionaformelu (a), (d), (e) an, so gelangt man zum Ende auf ein elliptisches 
Integral der dritten Art, in dem imaginäre Konstanten vorkommen, d. h. auf ein 
Integral der Form 



y [l + {m+n 

Iganden §, beschäftigen wollen, 
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*-{m+ni)rin'^]Vl-e*.m'«. 
mit deMen Bestimmung wir uns im folgenden §, beschäftigen wollen, 



§. 167. 

Beitimmuig ton n (v, m + oi, «). 

I. Mao setze 



so ergibt sich leicht 



;2 + g)«iw'»+(l+2g)e'ri«*y- 



B»> Yl — t'tin'v a + «.rin'?)'(l- 

woraas, wenn ß (wie a) eine noch beliebige Konstante: 

1 Bi _ l — (a + n)röi'ff + (l + 2a)e'«tn*ff — Be'jiw'y 1 

l-t-pi' Bv H + aim'g-)'il — e'rin'9J) + (if(l — »in'»)««'» V i_gi,j^»^ ' 

und hieraus, da för x = auch gi — 0: 

/^ l— (2+B)riw'» + (l + 2c)e'iHi*» — ae'wn'y B» __ A 8i 

y B (l+«n'i?»')'(l — e'M«») + (f«B'«.(l— lin'») Vi— e'*in'» / oH-j*!*' ' 
WO das letzte Integral in allen Fällen leicht bestimmt werden kann. * 

II. Wir wollen nun die Gr&ssen o, ß, nebst der weitem / so bestimmen, 
dasB identisch 

(1 + am'ip)'(l — e'»Mi'») + |S*wi*»i(l — »i»'») = (l + «n»l'») (1 +bjt'n'») 

(1 +y«Ml'fli), 

WO wir a und b als bekannt (d. h. beliebig gewählt) betrachten. Setzt man 
die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von sin^ if beiderseitig gleich, so er- 
gibt sich: 

ftby = — n*9*, (a + b)]i + ab = — i»-)-«' — ans', a + b + j-^a« — e' + j«. 
Hieraus : 



und wenn man diese Wecthe in die dritte Gleichung einsetzt: 

a'i:»b-(-(a + b)6' + e'] + 2o(I — e')ab = ab(a + b-)-ttb + fl=). 
_-<ib(l-e')±Vaba + »Kl + b) (b+7V<r+^ J 



b + <tt + b)e' + e' 

1. = -^, l« = a + b + y + e'-2o, t 

aus welchen Gleichungen «wei Werthe von a, und also auch von ß und y 
folgen. 



* NabQiUoh musa die obare Ortale X so li^en, 4tut der tftunet i+fs} lAAlk Hall 
weiden kMn tod ii=ObU id jeneni Wertba. 
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1 — (2 + a)»m'»-t-(l + 2g)e'ri«*» — ae'Wh'y __ J__, '_ 



80 erhält man imr Bestinminiig von A , B , C : 

1+«{A+B + C) = «, » + l. + y + Ä<.0> + y) + »■>{»+?) + C«(i+b) = — (a+a)«. 

(H-b)y + »bH-Äab7 + Ba»7 + Co»b = (l-+2o)ae'. 
oder 

A+B + C = ^. A(b + y) + B<» + y) + C(*+b) = - ^°"^°'"'^'"'" ! ' - ^ . ) 
Ab7 + B>7 + C.; = tl+^«)"'-(>'' + .7-Hb7), j ^^ 

vorane nun A, B, G leicht folgen. 

Setzt man io (b) ein so erhält man: 

— F(y.e)+Än{,,».e)H-Bn{».,b,e)+cn{»..y,e)=/'--^. (•) 

a jei + pt 

in welch wichtiger Formel a, jS, / dnrch (c); A, B, C darch (d); zdnrch(a) 
gegeben sind. Da die Eonstanten doppelwerthtg sind so nmfasst diese 
Formel eigentlich zwei. 

in. Man setze nnn io der Formel (e) : 

& = )t («Ml -l-i «ms), b = r(eM« — ijtni), 
WO r and s konstante Zahlen (f > 0) , so ist 

>b = r', » + b = 2?«»», (H-a)(l-l-b) = l+2reM> + t', 

(H-e'><b + fl') = e* + are'M»» + r', 



^_ — t'(l-ft^±rV(l+2TeM» + r') (e'-l-2 r e' eo» « + r') ^ y=:.- "'"', 

i» = 2t«o«B + e' — 2o j-, 

80 dass a, ß,y reell sind. 

Setzt man, nm die beiderlei Werthe za nnterscheiden , die einen mit, 
die andern ohne Zeiger, so erhält man ans (e) die beiden Formen: 

— F(».e) + An[»,i{«i?»e-(-i#»u),e] + Bn[;y.r{eM» — i»tii*),e] + CD(»,y.e) 



r' + aie'cMii-l-e' ' ' t' ' 

i» = 2t«>««-(-e'— 2o — 5-^i A + B + C=^^, 

Goot^lc 
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— l«iiie)] + B(r-(-T(rt'«m-i«n«)]-l-8Creo». = — " 


' + 2tye(we) 




^ nn^eotfi 




Femer 


) + A'n[f..r(.<«» + inf..),B] + B'n[,,r(*<««-itt».),e] + C'n(»,j'.e) 


vo 


-y« 1 + -^^" 




,_ — 


r'a-e*)-rV(H-2r"»e + r')(e*+2re'<!<.f» + r') 


ö-'e' 



r' + 2re'ei«e 
^ = 2re<«« + a' — 2b' — ^^i A' + B' + C' = - 

A'[y'+r(«<«.— i*JnB)] + B'[7'+r<e<M«+i«nB)]+20'r«.». = — — 



i'fx(tol» — itint) + B'y-r(coi» + \tina) + C' 



.^ (1+2°') "'«'-fr' 



(1+ o' ««■ ».) Vi — «''in'«' ' 
Ans den beiden Gleichnngen (f) und (P) lassen sich die elliptischen 
Integrale i/[y,r(eo«e+imne), e], nlg>,rCoote — iaine), e] leicht ab- 
leiten, and damit ist dann die gestellte Aufgabe erledigt 

IV. Wir haben bereits ia der Kote zu I daraof anfmerkiun gemieht, dsm l + ßx' oiebt 
Null Verden duf. Hon Ut aber atu den (c) leiobt lu ichliesaen, dwi 
(l + a)(l + b)(l+T) = (l-e'){J + <i)', 
WM immer k, b Mja mllgan. Sind unn » ond b wie in m beitimmt, lo let (l + a) (1 + b) 
poiitlT nnda reell, demnach »ach (l -(- a) (I +1)) (1-t-y) positii, d. h. aach 1+7 positiv. 
Mi^n lind die Wertbe 7 und j' in (0 nnd (f), die uegatir sind, nie onter — 1. 

Die GrtsiB{l+ ■««»'») (l+bn'n'v) ist positir, wenn a cndh die WerUielnin haben t 
1 + y«n'9 iit, da 7 nie nnter — 1 linkt, ebenfalis poiitiv, also iat 

(1 +aMn'») (l + b«n'»p) (1 +ym'gi) ebenfalli immer pMitiv. 
Dieie OrOMS iit aber naeb 11 gleich 

a + „WnV)'(l-eW^)[l+^ ^^^^^.j;;.-'lr^.^.J 
= (1 +«««'»)' (l-e'«V»)tl + ^i'], 
10 dau olao 1 +|Si*iiaäiwendig immer poiitir ist (nnd eben lo I +^'i'). 

Dieier Bewei« letat tülerdingis Torans, daas l + ann'y nicht Null werden lEann, wenn 
7 TOD bie — geht. Dien icOnnen wir jedoch niiibt kurzweg voronisetzen , doch berührt 
dieu einen einlegen Werth TOn gy, nnd sonst immer ist l +^i' potitiT, 

Et kann aber eine andere Schwierigkeit aoftanchen. OeMtzt^f (oder|9') ley positiv, loiit 
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y;— ^ = ^-a«((p = iV/)). Für». = OiB(i = 0, füx 9 = ^ tiitr uieh z = 0, and 
ei fragt aJch alio, ob tbhd mku in (f) [odet(f^] fi=: ~Bebtt,virkliebdi«nrelte Seite NnllwSn 

' (ß^^ Toransgesetit). — let i, wenn 9 tod bis-— geht, niemals naeDdlich geworden, d. b. 

f«t die QleicboDg l+a(MV = uomOglieb, u muia man die» zugeben; ht aber die 
Gleichang I +a<in*p=^0 magllch, so ipriogt z bei dem Werthe 7 , gegeben durch diese 

Oleichnng , von + oc in — 00 , nnd «s ist also die GrOgse f fdi fi =; — | 
Han kann dieis anch daraus entnehmen, das* die (b) elgeutlicb gibt: 



V Vi— «i'n»'». y (1 + a IM.'«.) Vi — e'«!.'». y (l+bnti'») VT= 
-HC /• 8^ =f-—.^i: 



e willkürliche Konstante , nnd i = - 



(1 -J- n fin' 9) y l — e'nn'it 
Oemisi %, ISl, I heisit diese Qleichnng anch: 

■ -iF(»,e)-f-Än(».a,e) + Bn(*.b.e)-HCn(,.y.e)= /^^^.-H/.. 
nnd ist neblig für alle fTonO bis — . Setit man hier «> = so ist nniweitelhaft i = 0; Air 
9> =: -^ eben so X = 0. Allein are((^ = il/^) reilXaft noi dann stetig Ton OsnO (in- 
dem X Yf anfSngtieh steigt nnd dann flUlt) , wenn x nicht <x> wiid. In leCztorem Falls milsste 
orc (^^=1 V"!^) als von bis n rerlaufeöd angesehen werden (vergt, S.43, Torllnfige Bemerkang). 
Eine Theiinng des bestimmten Tntegrala wird den Schwierigkeiten jedoch immer ein Ende 
msäien. (Ve>gl. den Znsati am Sdilnsie des Bandet.) 

Zweite AnflBsnng. 

V. Man kann obige Formeln anch in einer Weise darstellen , dass nnr 
reelle Gr5ssen zn bestimmen sind. Setzt man 

n[»,r(to.e-M*M.«).e] = P+Qi, al»o D [v.r («>#•- i«t«e),e] = P-Qi. 
ßO ist die (f) : 

i-F(»,e)-l-{A + B)P-l-(A-B)lQ + Cn(,.y,e)-y]'j3— . 

Nnn ist aber idenUsch 

_ AriMie — Brwnt Br(8ojg + i wie) + Ar(tfw« — irin») 

* ''~ rrin» ~ T«ne 

-l-(A + B>«>(^e, 
SO dass wenn 

DiqnzeciOyGoOC^Ie 
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A + B = (, Br(i!o«» + irinB) + Ar(is<«» — i»inii) = g, 

man hat: 

a — 1 2a + a* + 2reo«a + y 

t+C=- — : g + Iy + 2Cteo,t = ~ ■■ -t--^"'>»«-t-y ^ 

und also f, g, C reell ansfatleD. Dann ist 

tt rttae Jal + pi 

Man hat demnach znr Bestimmang von P und Q: 

woa.a'.ß, ß',y,Y' die Werthe wie in Ili haben; f, f, g, g', C, C aber 
durch die Gleichungen (g) und 

(Z+aOB' + Sretm-H y' 



(t) 



■ . „._._ U+2«')°'«'-fr' + 2ry-» w.) 



§. 158. 
Die Aditionitheoreme fOr die elliptiiehtu lategnle. 
I. Wir haben in §. 101, lU gesehen, da»» äet Gleichung 



»I t/ (i-7')I1- 

».- V(i-.')(i- 



i'r'l 



,.■<!. 



4-r- + aiTV(l-k>)(l- 



wo k die willkflrliohe Konstante und rorauggeaetzt ist , dass fSr x i= : y ^ + k, 
und filrj = 0:x = + k sey. Die Gleichung (a) liefert nach §.91 aher sofort: 

r, " + r, " c 

d. h. 

y.V(l-!")(I-""l') y .Vd-i'Kl-e's') 

wo C die wiUkttrliche Konstante. Da für x^O;y = +k, farr = 0;i=+k, 

/* et 

30 inuss C = / ,. . . , seyn, so dass also 

r " ^r '■ =r »■ m 

y.V(l-""Hl-e'-') y.V(l-.')(l-e'.'| y.V(l-.")a-e".') 
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TTo X, y, k dureh (b) xusammen Iiängen. Setzt maa i:=einfi, beBtimmt ferner ip, 
tfi aas 4m?) = x, «inifj^y, wo, da i und y poiitiv und unter 1 sind, <p und V 
svisclien und ~ liegen mÜMen, ao ist , 

wo k = n'n O) , und e« sich fragen wird wie (o liegt. Für ip = t(i = ist die erste 
Seite Nnll, also muss co ^ seyn; f^ qo =: «ff = ^ ist die erite Seit« 

also innss dann ot^^in sejn, da (§. 42, Tu) 

/^ Bf* =2/* ^ "" 

Demnach geht m von his n. 

Id §. 101, ni hoben wir sohon gezeigt, dass 



'*+7Va-t'Hi-«'k')=kV'(i-y')a- 



Hnltiptizirt man die erste dieser Gleichungen mit x , die zweite mit y, i 
sieh durch Subtraktion : 

i'-y' = k[.V{l~y'Ml-8'r')-yVa-x')(i-«'i')]/ 
so dass wensdt'nqj^z, sin*l) = y, «t'nto^k, uad qi, i^ uater-^: 



«nc «0» » Vi— o'itn* 4> — tin V «OS V Vi— e'sw"*»! 
Hultiplizirt man hier 2äbler und Nenner mit 

nn^BOSvVl — e's»n'ip+ jtnveos^Vl — e'«»i*<Pt 
und brachtet, dass 

fM»'y,w»'(>(l— e' »in' ic) — «n'v «■«'»> (l—e'«n* *) = ««' »i(l—»in'i;.) (1— e'*i«'<(>) 
— iiVi;i(l — ««'(p) (1 — e'**»'»-) = (»»'*- "«'V)(l — «'»'"'»**«'*) • 

80 ergibt sich: ^ 

«i«ff«o»if' Vi — e'jtw'y + w'inpjosff yi — a'röi'y 

■~ l — e'nn'«> Jtn'ip 

Daraus folgt 



'■""V. 1 — e'»in'ir.«n'ic y* 

Da Rlr fi ^ 1^ = die ebgektammerte OrOsse ^ 1, fiir 9=;t/;^^ aber 



InMfnl-RMliimiis. U. 1. 



Gooi^lc 



274 Die AdditioiutheoreiDe für aia elllptiicben Integnü«. 



B*itimBit maa hieraus den swiaehen und n liegenden Winkel », so besteht filr q), 
1);, m die Qleichuug (c')> d. h. 

F{,,e) + F(r,e) = r{».e). (e) 

Dieaa ist du ÄdditiooBtheoretn fBr die elliptischen [ntegrftle der ersten Art. 

n. Die GleiohuDg (e') heisst auoh 



1 



1 



Vi— e'»m'^ V^l— e'WnV^'' 
Ans dem in der Note zd §. 101, 111 gegebenen Werthe i 



V^-e'y'Sy- 



kV(l-x')0-e=i') 






.Vj= 






=[vr= 



V(i-i')a-rt (1- 



=CVT= 



V(i->')(i-»''') 
:w\^i=?Ü+VT=f(i-.-,->] 



Va-Od-!") (1- 



=[vf(f=TOjV-,- 



Da nun der bereits angefiUirt« WerÜi v 
■o maoht er auch 



- letztere GiSsse zu Nall. macht. 



<-'^D= 



■ ■k3-(xrt = 0. 



Dieser DiffiBientialgleichung wird also durch die Gleichung (a) in g. 101, in eben> 
fiüli genfigt. 

Setxt man j = nnt(J, x = nn4), so gibt sie integrirt: 
E (♦, e) + E (», e) — e' k «» » »m» = C , 





»y , Vl-.'J" 


Vi-.'. 


e, yi-.v 
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wo noD Teil zugleich qD=:0, *j>=:o>, seyn wird: C = E((o, e), lo AtM 

E (», e) 4- E (ip, e) — e' «n • nn v ritt V = E {««, e) . (() 

worin dta Additionitheorem (Qr die zweite Art besteht. * 

§. 169. 

Beuehunggu iviicheu den elUptiiehBn iDtegnlen. 

I. Zwischen dea elliptischen Integralen der drei Arten bestehen Bezle- 
hnngen , die wir schliesslich, ehe wir zn Amreadtmgen übergehen, noch an- 
leiten wollen. 

Zunächst aber wollen wir bemerken, dass man ganz in derselben Weise 
wie in §. 156 folgende Redaktionsformel beweisen kann: 



= (2n-2)[» + »'<H- •') + *• 



•'^U- 



-(ZD-8)[I+2a{l + + 8«'e'J /; . . , "*,. . .. 

+ 2(0-8) (aae' + l + e')/*;^ . , ^ ".!*. . . . 

-(2n-6)e'/* ^* . .■ W 

J (^-i-im'vy-'V l—a'nn'9 

Setzt man hier n = 2, — für a nnd diridirt beiderseitig durch a, so er- 
hält man: 



>'+a»(l+e')+3< 



l+e'j+ e* / e» 

"' y(i+»«-v)'vi-^ »'**•'» 

y (l+«»«iV Vi— «'««'»' "V Vi — •'*»"> 



= 2E(f.e)-E(|-...). 

18« 
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Ans dieser Formel folgt dud, da die erste Seite Null ist för 9^0, dass 
man die Integrale als besümmte inoerhalb der Gränzen NaII and 9) ansehen 
kann, wodurch etwa fQr a= — e"««*«: 

fimcciMy Vi — e'jin'» _ e««'«(l— e'wn'n) /*» Sff 

(l + to»'«)(l-a'w»'«) + tg«'« r^ Sy 



1 /•» l-e'. 



d.h. 

«■«V (!D»ff yi— f' w'y_ 2to»'tt{l — B 'wn'a) 



i{l — B'wn'a) p^ 8» 



+ -i-r^ir(».,e>-»m'ar(»,e) + rif.'i<E(»i,e>I, (g. 154, II> 
'orans 



a'si 2(Mw'o:(i — e'tin'ffWii'ji) (1— «'mb'«) 



-n(*.- 



_ J_ F(».e) 



HieraDS folgt: 

/o <1 — (i'»in*orin'r(>)'Vl— e'»in'» 

1 /V 1 — e*>Ml'n fwi'y 

^ ü'ti»'aj ^ [l_e'm.'«iin',]'Vl — B'»m' 



«•« 


»'V.U-e'rin'B.m'^l'Vl-e'. 




«?i'a«B9.(!o«(0 Vi — «''*"'* 


2«o 
1 — 


«'a(l^e'ri«'a«fl'v)(l-a'rin'Bj 


?,«' 


.V„«„,'„(l~B>,i„'„l°f*' "" 



r(»,e) + <g'nE(ff.a) 
Q BO ist 



/> e'tin'a w'yfly /> 8» 

y i> (1 — e'»t«*o«n»Vl— e'«tt'»i 

Goo'^lc 
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II. Daran e ergibt sicli 

2.'».'.Vi-.-m.'. /■' f r--''' __ 



in V eo» V VI — 



d. h., vie leicbt ersichtlich: 






'L(l-e'««=««n'*)fl-o=«Va Yi-^ÜÜ^J 



h/r 



E(y.e) 



Die erste Seite ist &ber :=' 

^ J^«<«^«VT=VW^ |n<y,-e'«« = «,e)-F(,,,e)}j, 
so dasfi, weon ihbd nocti « iutegrirt: 

eotgaYl — e'im' alUiv, — e' Hn'a, t) — F (i>,e)'] 
= eotg 9 Vi — e'"""» f / — ■ - ■ ■■ .^ =r-. — f f__i :^| 

+ F (<p. e) /Vl-e'tinü 8 « - E (»., e) / ' . -° , ^ ^ + C , 

WO C von tf unabtiängig ist. Nud ist aber die erste Seite Null für a^^O, 
iadetn 



ist, so dass wenD man die Integrale als bestimmte zwischen den Gränzeu 
und a nimmt: 



- ¥ («, e)J + F (v. e) E («, e) - E (^. «) F (a, e). <b) 

Diese interessante Formel lehrt die GrOeseu 71(91, — e'»m*«,e), 11 (a, 
^e'sin'tjp, e) durch einander auszudrucken, und kann namentlich bei Be- 
rechnung der Integrale dritter.Art von grossem Nutzen seyn. 

Da selbst, wenn a und ip bis -g geheo , keines der in (b) vorkommenden be- 
stimmtcD Integrale unzulässig wird (dadurch , dass die Qrüsse unter dem lutegral- 



«iehen nneodlioh würde), so kaiiD man dieie Fomel fUr a und 9 Ton bU 
7- anwenden. 

UL Am der Formel (a') folgt ffir a = — (eoe*a + e'«m'«) = — k: 

r^ 6_p k'wwy eoivVl — a'nit*ii, . 

+ 0/, ...."1.-- .,_ lF(»-«)-T.^fa''> + ^^t»-*>l- 



/•» im'yBy =-—f B » 

•'./o (1 — k««V)'Vl— •'»»"'l'' 
10 ergibt Bich : 

2(\ — t'j'nn'ttiM$'a /*»> «w'yBy Fty.«) — E(».e) 

Vk y, (l-k«-'»)'V'r^'^^~ V^l' 



1 — kfinV kVb 

+ F(v,e)V^k, 

d.h. 

(1 — e-XtP»'.. 



[n(,.-k,e)-F(r.«>] 



<«.»'« + e'«»'a)' 



[n(9..-k,e)-F(».B)] 



2(1— e*)' »»»^« ;» «'« /** röi>ay 

[w.'a + e'»m"o|' /• (1 — k«nV)'V 1 — e'«»'f 
_ Vi — e'jw'y r 1 «w'y -1 



Vl-d-e")™ 
.oder 

80 dass, wenn man nach a (zwischen nnd a) integrirt (also alle Grössen 
von dt = an endlich voranssetst) : 



r » itn ^ cot 9/ 

wo k = eo8^a + e^sin*a= I —(I — e'j«»*« ist (vergl. §. 152). 
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Vk 



»"'(fO- 



"-^.^ivJ:;7..j°a-->-)-'(i-)]} 






Vi-(i-<")"i". 
also 



-f(|..)Vi-(i-.')«.'., 



(l-.'l 



V«»' 



=Ä^Kf-.-)-'(i-)] 



wo C von a unabhängig ist * Setzt man hier « = y, so ist k =: e* also 
sicher die erste Seite I^uU, so dass 

d. h. da 

/•• »° — ^^r »^ , /■■ «. 

es ist, weno man diese Werthe oben einsetzt: 



' Nor daif niclit a^O sefo- 

DunzeBByGoOl^lc 
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+ r(-|-,.)[E(|. yi=7)-E(.,V'r=?) + F(.. VT=Ti) 
_-<|.Vw)]. ,., 

Tl. Füre, =^1 — eMst 

<l-)<l-)-(T-)<f-)-<l-);(f-) 

/* BiP /*' B» _ /•' fly y' 1 — e'tfa'» g 

y. fl-«'™'*V. VI=V»"'» y. Vl-e'«V»y. Vi-.,'™', 

J D J n VI — "i ""VVl— b'«"*i(' 

Diese GrQsse ist eine Funktion von e, die wir mit t'(e) bezeichnen 
wollen, so dass 

,(.,= /-Vr^^Ä^., r^ , ". .. ^ /^, ': . , X 

/•Vi^^srwi..- f"r^=^= f%, "... ■ 

Ja Ja VI — «*'»'»'/ Vi — a,'»«V 

Differenzirt man hier nach e gemäss §. 85 nnd beachtet, dass ($. 154) 

Ä/. Vi-.'*',.,=-./_ yi-.'.<,'.=-T<¥'0-^T<a---J- 

»eye 1^1-e'm"» 7» (i-e'««V)' "''''> L^^l-«'«^'» 

Gooi^lc 
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»0 «rgjbt flieh (wegeD ^ = ): 

r,.,=i<|..,)[<f-)-Ö-)]-;r.<f-)[r-V.<f"0 

-a-)]-^a-o[i^.<T-)-ö-)] 

-<f-0]-T'(l-0[ar.<l-)-'(f-)]' 

d. h. wie man leicht findet f (e) =0, so dass r(e) von « anabhängig iat. 
FBr c = ist aber e, = I also 

d. b., wenn man in (c') einsetzt: 

<i-)'a-.)-(i-)<f-)-<i-'-)<i-)=jj 

wo e, ^ Y 1 — f\ k= eo»^a + e'«»'« ist. Diese Theoreme hat, wie die 
meisten hieber gehörigen, Legendre gefunden. (Siebe anch §. 160, III.) 
^11. Sey du iDttgTSl 

y. y.V(>''-»')(«'-''K<!'-u'j(c'-»*) 

vorgdcgt , wo c > a ^ 0. 
ZoDlehit ist 

/ („■ — T'}en _ /" u'en , /« 8u 

tun wtie c' — n'=-(c- — a^)»-, (o iU irenn ; — =^0', dJMBi IntegnÜ gleich 

= ^.(|..)-[<f.)-<f-)] 

= -(f-)-T'(f-)- 

M dt» das Tcrtkosts loletral ~ z--- i 

Diqn^.anyGoOC^IC 
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mithiD der Hjperbelbogen : 

'-^— 'iMf . .>-F(„i,)i— ^ii(|., .)^E(...)l + "°"y.^''''' . 
Für den Leranisoatenbogen ergab §. 48, 1I[ als Bogen BM, fSr den BAM =-q^ : 

Dieaes Integral hat nun, da 2^ 1, aicbt die verlangl« Normslform , l&sat sich 
aber leieht anf dieselbe bringen. Man setze zu dem Ende 



Terglicheo mit §. 155, 1 sind die vier Wurzeln von (1 — x') (1 — 2x.*) = U; I, — . 
Vi, — Vi und es liegt x hier immer zwischen — Vi und + VI (? zwischen - 
46* und +45"). Also ist in §. 155, 1, 3: 



/- , "- ~Yi /• , «' e'=i. 

y V(I-x') (l-2x') V V(l-i')(l-e'z') 

Hau aetce liierz:^«!»«, so ist diese» Integral ^:= Vi itt: , . , " ""^ g^' 

hört direkt zu den elliptischen Integralen. Han schltesat daraus, doss neun (§. 48, 

mj:co»2a) = ^, aina^Vigina, der dortige Bogen MB = r^F(a.Vi) sey. 

Aefanlichs Beispiele lassen sich in Uenge angeben. Ich habe solche in Gru- 
netts ArchiT, IX, S. 438, X, S. 90, X[, S. 88 u. s. w. angegeben. 

IL Man soll die Oberfiäche des schiefen Kreisfcegels bestimmen. 

Es stelle OC einen schiefen Kreiskegel vor (Fig. 63) 
dessen Halbmesser CD^^r, dessen Höhe OB^b, venn OB 
senkrecht steht auf der Grandfläohe. Ferner sey CB^a, 
und man nehme die Spitze zum Anfangspunkt rechtwink- 
liger Koordinaten, OB zur Axe der x, eine Parallele mitBC, 
durch 0, zur Axe der j, und sey M ein Punkt der Kegel- 
fläche, dessen Koordinaten x, y, z sind. Durch M lege man 
einen Schnitt parallel mit der Gruodfläclie des Kegels, so ist 
die Entfernung desselben von der Spitze ;= x , also wenn p sein Halbmesser 




BereehnaDg dei FIftebe das schleffln Kraiikegdi, 



Ferner liegt der Mittelpunkt dieses Kreises in der Ebene OCB, d. h. in der 
Ebene der f x , so dass seine Koordinaten sind x , x -r- . 0. Daraus folgt nun dass, 
da M und der Mittelpunkt die Entfernung^ q haben: 



b. = ±Vr'i"-(by-.i)'. 
D welcher GleidiuDg beide Zeicbsu zulässig siod. Daraus fi 
b(b,- 



»i -V,'.--(br-..)'' »y "^V.'>'-(b,-.T)' 
I i f'Y, /•'■^'^ l''l>'''"0'T-'»>'l + [''' + >(bT-a-)l'-H 

'^UiJ K'jJ h'[r','-(b7->,)"l 

_ b'r'x' + [r'i + a(hy — ai)]' _ h'r'i' + r'l' + 2ar'i(by — ai) + t 
b'[r'i"-(bj-ai)'| b'[r'.'-<b>-ax)"] 

_ (h' + r')l'»' + 2«r'i(by-»x) + a'(by-ai)' 
b-|.'."-(b,-a.)1 

Setzt man b*-t-r'^:ß', ^ H , so ist dieas = 

p' + aarM + a'M' 



h'a-M") 

i) dass doppelte Integral 



if/V'^'i^?^^' 



zu bestimmen ist.' Die Ebene der xy theilt die ganze Kegelfiä«he in zweiHälften; 
fSr jede sind die äusseisten Gränzeu von x:0 and h, vährend einem beliebigen x 

rar y die Qr&nzen (a — r) -r- . f* "•" '^ T" "''8«'''*ten. Demnach ist die Fläche 



W 



. /''V ''""l"Mt-"V . 



tfm dieses Integral zu bestinunen, (Ohren wir ffir i und y zwei neue Veränder- 
liehe u und t ein, die mit den ersten durch die Gleichungen x ^ u , y=:uT zu- 
sammenhängen. Alsdann ist 19- §. 79, I die dortige Gleichung (d).'y — xt^O, 

während die (d') sind; (a—r)Y — 3t«' = 0. (a-l-r) y" »ß' = '*- »Maus folgt 
a' = —r-, ß'^—r~, beide von x unabhängig. Die dortigen Gleichungen (() 
lind, da qi <u, t) = u , a = , b = h : — a', h = b', so dass also nach der dortigen 
Formel (Ä), in der ^= 1 , ^ = 0, 7^ = u, n^ = r, dieFlilche = 
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■0 dAH , wenn man die IntegntioB n&ch n voIUieht (wo'on H' unabUogig ist), nmn 
fDr den Inhalt der Kegelfläohe erbjtlt; ^ 



''/'V '''^"l'-w'''''" ''- 



SetEt mui endlich 



M rinddie GrAnsen Ton <p:X and 0, somit die Kegelfliehe gleiek 



n man noofa ctu ip ^ x setzt: 



'/:? 



welche« Integral diui cn den elliptiscbea gehört und nach g. 15&, U, 2 behandelt 

werden musi. Da die Waneln der Oleiofaung a'i' + 2ari4-p'^0 sind 

h r h 

± — i| M iit dort »:= — I, b= + l, m^— -— , n = — , »In 

1 — 1_ 1—1 — l/ t'+'^'+ P 1— a+»fl+g) Bi 4o 

i+l "l+i* " V {*— r)'+b'''~l+a+i(i-a)* B»^ fl+o-»-i(l-o)]'' 

].■ = [1 + . + -i- (1 — )] • + i-l<i - .)'. 

slM endlioli 

nnd wenn nuui wieder s = cim q' , . . ^ m, „, , ^ e* aetit : 

g.1/..V<'-Hf' /'« Vl-.'.it.', . 
(! + .)• y. (l-.™,)'"'' . 
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Bereebnuns der Fliehe des lohletoi Krrii^egel«. 28*3 

• ((.-r)'+U'l' 1' + "' 

_ 2Ka + r)' + h'fK.-r)' + h'j' __ ^ 
Ly(>+r)' + hi+V(.-r)' + b"|' 
o daKs also die Kegsllläche ^ 

7. (T=i^ri'''"v.(i-».«»)"''+^°'y.(i+. .„,)■•'■ 



+ (',_,.+ !!') ! 1 1? =?^rC-i ,1 



J, (1 + m...,)"''-»' Vz- y m-y. i+m...,vT:r7i;i?; 

"^V " "'y/o (I + mw»)'Vl-e'itn'»' 
■o dass die Summe =^ 

* * 

Nitch §. 161 Uf 

/ ^_ «* =^_nr^. -^^,A: 

ferner, wenn man in der Fonuel (d) des §. 156b = — , u^2 setzt; 

i + «e,,. ' ■^ Vl-.'m.'» ■"■/ Vl-a"'»"» 
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iatogrirt m&n hier zwUehen den Oräiuen und -„, so eriiält nun: 

+ (-,^2..+ 5^") / '' -»Vi:rr.. 

. und eben so 

„_,C,_..+ü^/ — /( -^■■^'"■')" 

V mvy „ a-mcoiw)' Vi— •'«»«'» y « Vi— «'"»'» 
+ (-,_j..+iL') / '' H-.yi37.. 

V. ™Vy , (1 — meofv) Vl~e'»«iV 

woraus nun, indem man früher (ieiafftes beachtet: 

„_.,(•,_.+ il~) r / — - ';, + / 1 

^ 1 — m' VZ ■ 1— m'' V 

so d«sa also die KegeMäche : 

Lm' \2' J m'(l— m'> \.2 ' i — m"J m' Vz' y 

in welcher Formel 

2[(e-l-r)'+hill[(.-t)'H-hli ^ ,/l, + ,)- + P ^^^ZlL 
° LVli+7j"'+l.'+V(e-r)'+t'J" V(.-.)' + b" .+ !■ 

. [.(H-rt + r(l-.a' + h'(l-»)' 
• 4l(« + r)" + li'] 

DijriiüOByGoOl^lC 



Das Integnü ''vT' *■ ") ^"'"^ ^ *"'^ ^ ansgedrOokt. 2g9 

Für den beeondeni Fall , das» a=0 üt «= 1, m = 0, e=0, n = -ö-Vr'-t-h', 

^Ct' V~*'Ct' V"^Ct* 1 — ni" V~"2"' ■" ^"" obige Formel gibt 
2Vr'+h' r -^^lYi^-hb^Ti, die bekannte Formel fflr den senkrechten Kegel. 
SeUtmau (a — r)' + h' = p', (a + r)'+h' = e", so itt 

._ [a(e + g') + T(e^e-)]' + h'fp-eO' 

4s' f.* 

_ (i' + r' + h')(e' + p") + 2pe'(»'~i'-h') + 2ar(g'-e") 





4f' 


P- 








Abera' + r' + h' = S(e' + e"). * 


ar = 


"— e'. » 


DdsH 






, t(e'+e")'+2p 


»■(.■ 


-r'-h') 


-!(»■■ 


-!•■)' 




2f'e- + 2ep'(a' 
Ferner 


4 


h')_i 

2 


r'+h* 
2ßp 


-■. . 






-id'= 




4nr 
1-m' 


= ^>.', 


1 


4., (f'H 




■ 1-m" 


4»» 






<— •'• ., 




•0 da« alio die PlAebe anch = 












.,Vi?[<f.)-KT 


.). 


(»• + »)' 
4p(' 


<!■ 


(f-l.)' 


•)]• 


"•=VI-^^^^- - 


Formel gibt Le 


S.ld7I 


Tiait« 


de« FoDctleni 


«Ulpli,»«!. ,.1.330. 













Aas (h) in §. 152 folgt, wenn man k = eos*a + %*ain*a and y = y 
setzt 

n(^-,e'«i,'«.ej = -^ 11(^2-. -k..J 

"•■ T ' 7k "2' 

dum gibt (d) in §.159: 

Kk "V2 ■ ^' V l'k '^a ' ) 2 

-E(|-.e)r(-.e.) + F(|-,e)F{«.e.)-F(|-,.)E{«.e.),e.'=l~.'. 
iiiMrni,RKkHLr. n. ». Ann. '• 

[:,q,,..anyG00(^le 



QQQ Dil Int^al n (^, B, e) dotch P nnd E Miigadriickt. 

Dadurch ergibt sich nun : 

+^^"[<f.O'''-"'-'(l^")'''"-'-^<l")'^"-:'.']- '" 

womit, nebst den Formeln (c) und (d) des §. I&9, wohl gezeigt ist, dass die 
elliptischen Integrale der dritten Art für y = g" *'^'' dnrch die der zwei 
ersten Arten ausdrAcken lassen. 

Die Formeides §. 152, II gibt för a = e^ fej'*, k' = (H-e'/(?*«)X 
(1 +cotg^a), f = ^: 

n(|...,/.,.) + n(i.,.„-.,.)=r(|,.)+/;jJf^. 



SO dass 

n(|.„„.,..) = ^D(|,..„....) + ^'!Yr^|+>-(|.')- 

DDd mithin 

n(-J.«.«'...) = ..V.F(i,.) 

+ =7F'[T-<l'0""">+'(T'0'^f''''-'(l--)«"-']'" 

Um dieie Formel oben aniawenden Ist eo(^'fl==r— — ;. ai = eoia, 1 — iii':^»i'n*«, 
nnd mithin 

jJ^n(|.„„..,.)=p(|,,) 
+ ^K-KI'0'<°-''-'(l-)^'-'>-<l-)'' <-■>]• 



-(fl+sL' 



1 diesen W«rth in die für die KegelBSche eihalteiie 



Formel ein, so ergibt aich ein Ausdruck, der bloss elliptische Integrale der beiden eisten 
Arten enthalt. 

Zarückföhrnngen bestimmter Integrale auf elliptische finden sich noch 
in §.168, IV; 169,1; 171, II; IH V; „Anhang" nnter «,«, 4». 
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LS leicht folgt 
nn2nB 



Aaidnid ron titt x darch eine Faktorenfolge. 

-(-..■.•Ö(-"-K) ■^-^?=)' 

SetEt man hier a ^= ^ , so ei^ibt sich 

^ 2n -^ 

Wir wollen nun auf der zweiten Seite d iinbegT&Dzt woctuen lusen, wodnrcji 
auch die Zahl der Faktoren unbeg^'änzt wächst, so bleibt der WeHh dieser zweiten 
Seite immer gleich «nx, indem die erste Seite tod n &ei ist. Aber es ist (§. 64) 



■"1.2.3 (2n>' 1..6 (Zn)* ■ ' 



TB Tg 1 /Trt\' 

'2n 2n 1.2.3\.2nJ ■*" ■ " ■ 



<-Ä)(-Ä)(-Ä) 



mithin aucli, wenn man xn für x setzt: 
■<■(««) 



M 



(-p)(-|i)0-lD- 

Man kana &as (b) eine bek&unte Forme] für v ziehen. Set» man x =z—,so gibt tle: 
sV 4/V. 16.^ V SgJ '2 4-rifl-13fl-l 



^_2 2 4 4 6 6^ _ A A ± ± -1 -1 

2— 1'2+1'4— l'4+r6— l'6+l 1'8'8'6B*T' 

.eine Formel, de Wallis faad. 
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§■ 162. 

ErklAruiig und GraudeigenichafUD. 

I. Wir wollen dis bestimmte Integral 

durch /*(a) bezeichaen, und dasselbe das Ealersche Integral oder auch die 
Gammafunktion nennen, so dass also 

yt-'B-d.=r(«). («) 

Setzt man in (a): »= — ^z), also w^ =■ , e~' = z, so sind die 

Gr&nzen von x: l und 0, und mithin 

y^[-iWJ-'8z-r(.). /J['(t)]'~' «' = '"<'>■ (*■> 

IL Vor Allem wollen wir nnn eine wichtige Eigenschaft der GrSsse f (a) 
nachweisen. Es ist nämlich (§. 27): 

ist aber a > so ist x* e~' Null för x = nnd x = ao {§. 22) , also ist 

d.h. 

r(.+t) = .n«). a>o. {c) 

welche Gteichnng nun eine Fundamentaleigeoechaft der Gumma-Fnnktion 
ausdrückt Aus ihr schliesst mati, dass anch /'(a), wenn a zitji(=hen und 
I liegt, einen bestimmten Werth hat, da dann /"(a + I) in dieser Lage ist. 
Für a = 1 ist übrigens 



<- 



r(i)= 

also 

r(2):^ira>=l, r{3) = 2r(2) = 2.I,..,,r(n) = (n-l){n-2)...l. (d) 
wenn n eine positive ganze Zahl ist. Eben so 
r<» + i,) = (n-n-l}r(a + ii-l>-=(a + n-l)(» + u-2)r(a + n-2) = ..-. 
= (a + n-lKa + T.-2)...an»). (e) 

wenn n eben so beschafi'en ist. 

FQr ein negative« a int Ffa) UDzalässig. Benn für a = kann sohon naoh (c) 
der WeTth Ton FfO) nicht mehr zugelassen werden, indem er GC seyn miisste. 
Daraus folgt dann dass fUr a^ — I er eben so unzulässig ist , da die (o) ^ben 
mülste: 

r(o)^(-i)r(-i), r(-i) = -r(o). 
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294 Bowel« d«rGleiohnngr(a)r(l — a)«mair = ». 

lU. Für a = Y ist 

setzt mau hier x — z*, ö^ = 2z, so sind die Gränzea vod z wieder uod QO, 
also (§. 86) 

Hieraus folgt nach (e) : 

Beveis der GUichuDg r(a) r(l— a) = - . ■ " ■ ■ . 

IV. Setzt man in (a): s = mz, wom>0,.80i8t 

r(.,=/:-.-..=y>.-=-..-»-/;.-..-.... 

so dasB 

/;.-..-....=o?>.„>.. « 

Hieraas folgt, wenn m := 1 + z (wo also k > — 1) und a + b fnr a gesetzt 
wird : 

mitbin, da bloss z > — 1 zü seyn braucbti 
Aber die erste Seite ist aucii 

ri"-i.-». y^"— .-■■B.=yt»— ,-■ a. s?! [„^^j 

= r(.y_i— .-6. = r(.)r(b). 

so dass 

Setzt man hier a + b = I , d. h. b = 1 — a , so ist 

f' 'i'+t' = ^*''* '"*^ ~ ''^- ^'^ 

V. Die Grösse zweiter Seite dieser Grleichung lässt sich noch in anderer 

Weise ansdrücken. Gemäss §. 22 wird die Grösse für ein unendlich 

abnehmendes a zu l(x), so dass also auch, wenn Gr sich auf ein unendlich 
zunehmendes n bezieht : , ~ , 
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296 IntBgratioDTon»ii')'-f-(a, + b,i)<ifdi-+-<«o + b,i)7di' = 0. 

YI. Setzt man hier n als ganze Zahl voraus, so ist nach (e) also 
r 1.2.3...(n-l).B- -1 _ 
^ U(a-M)(a+2)...(a+— 1)J " ^<">' 
undwenD map I — a fSr a setzt, also a< 1 annimmt.; 

mithiD aach: 

/- l.Z... (.-!).■ 1.2...(.-l)tf- ^ _ 

* l.(. + l)...(. + .-l) (1-.)«— )..>-.)J - '^<"' '^" ' " • 

oder 

'^( .»■-.•»j^-.'.i.i.K.-ii'l.-K.-.) )^''"''"-' 



nach §. 161. Also endlich 

aus welcher Gleichung fllr a = y nochmals die (0 folgt. * 

Zasatc inr Integration linearar DiSerentialgleichnngfln. 
VII. littgt man sich die Differentialgleichung (§. 110) 

xai Integration Tor, so iit in §: 110.- 9=a(U + ao, ift^u' + b|U + b|, und sejnaa 
=— = ^^:7^+— 7-, wo also u' + b, u-Hb„ = (n — a) (u — ß) angenonmien , und 
a, ß reell rorausgesetit werden. Alsdann ist / — 8n:=i[(u — a)*(u — ^'J und die 
dortige Gleichung (p'); e"(u — a)'(u — ß)''^0. Dieser Gleichung wird bei po- 
sitivem a und b genügt durch u:=a und u^^; femer bei positivem x durch 
H= — 9D, während bei negatireni s. durch u ^= + QO genügt wird. Man hat 
also auch 

J^^"(a-a)'-'(a-fi)>-'ei,, füri>0, (ß-) 

als Werth, welcher der Differentialgleichung genügt. 
Seynuna>|3, aUo a — ff > so ist nach (g) : 



* Tergl. Meber auch „ADhang" unter 9 , wo ein ftllgemainer Sstz iUiei die Gamma- 
foukUonen gegeben ist. 



IiitegniyoiiTODi(('r + («,^-b, i)<Jy(iH-(«, + b,i)y<ii' = 0. 297 

=ir-.^y>..„-.„....... • 

Daraus, wenn b eiDe positive ganze Zahl : 

Setzt mao hier (a— ß) 1=-t -i-a, so wird die zweite Seite zu 

-Wir"''"''-'-«" •-'""■«'= nifV^!'?-'"'''^''-'---"' 

Für X < ist 

g^C-!^')^ »-'■(■-;)-•'-«■ y;„-.(.+.)-...^.-... 

Han setze (a — ^) u ;= t — a , so ist die zweite Seite 



r(. y." "' 



(rt 



Vergleioht mau die Formeln (7) nad (/') mit (j3) und 0'), so ergibt sich das» 
der OleiohuDg (a) genügt wird duroh 

vorausgesetzt es sey u^ + b, u -t-bj ^ {u — a)(u — ß) , a und |9 reell, und dann 
-5(^VT — _* r ^~zi — ' — ZTä ' *°"'' * '""' ^ positiv, letzteres eine ganze Zahl »ey. 
Dass a'~> ß tej, kann man unbeachtet lassen , da sich leioht ergibt daii in jedem 

Falle das fiesultat dasselbe ist. ■ 



> Für (*> a bildet man wiB (y') und y [wobei (o — (J) o = ± (» — a)] ; 

■='=i^/J*--'-''-"'---->°' 
=^=^/J— -<-«-•■■"■ -<\ 
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Ist a eine positive ganze Zahl, so genttgt natttrlieh eben so; 



TUL FOrg.lll, 1 ist also, dadorta=ib, ß^—b, eb Integral 



wenn ia eine ganze Zahl; ein anderes aber auch 



Setzt man Ja— l=n, so ist also das volUtän'dige Integral r 



nn n eine positire ganze Zahl. 
Setzt man b i statt b, so hat 



^anze Zahl, 
ttb, so hat mau 



+ C, (i!0*bi + i«nb»)g-; ^_^j 

„ r . 8° eo«2b» ... 8" »«.2bi"l 

+ i. (_c.. b X — — — - «„ b X — ^;^J . 
wo E, = C, + Cj , E, = (C, — Cj) i. Demnach folgt aas 

nunmehr 

y=(Ci<:o*bi-C,.inbi)g^ ^^:^ + (C, «« b i + C, eof b i) ^-^ 

IX. Wir fügen bier folgendea ta §. 113 gehüreode Beiepiel lu: 

Dort ist 

in=l, a, = b,=:b, = 0. a„^ — 6. Co — a'i n(n— 1)- 6 = 0. n = 3 j 



ogic 



I 
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= c,.....(l?-^')+-!^„».x + G.'„»..(!f-y!)-i^«„... 

Demnach, veno man 4C, a'^ E, , 4C,a'^E, setzt, genügt der Torgelegten Olelcbung; 

§. 163. 
ZuifickfUhning bestimmter iDtegr&le &Qf die Qsjnmafankdcin. 
I. Da nach (g) ftir ein positiveB x: 

so ist 

Ist nuD a>0 Dnd man setzt hier z = u\^Q, so sind die Gränzen von 
u wieder und oo, || = 3^, mithin (§. 162. VI) 

'L±i>o 



r^»^ 



2r(a) 

Setzt man hier a=^ 1 — in, so ist, da 
r(m)r(l-m) = _^. r(l-m) 



-, a>0, I 

«>o, .j" 



■<2\ 



'■<■>•*'" ^rw^'V'...'^' 



y:~. 

r(m).«.-i-m« 



_ r(„)»,.-„. 



• Di ass beiden Formeln kommen auf die eine / i'"""'e"''ei^— ^e * iwtok, 
«eiche dann die Formel (□') für m =: J sofort liefert. 
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Setit Dum in diesen Formelo m=-^, a = r^ so ist 

y. -yTT»- ; • y. -?—•'- i^ 

Mnltiplizirt man die zweite dieser Gleichangev mit innd addirt sie zur ersten, 
so erhält man : 

woiaoB auch 

II. Man setze in der Formel (u')x=:z^ so sind die Gränzen von z auch 
und OD, and es ist 





-/: 


(§.42, vn): 




/*«"'* 


.^v^ 


Setzt man eudlich hier noch z 


= X4- — 



, wo a beliebig, so ergibt sich 

Es versteht sich von selbst, dass diese Formel zwei andere umfasüt, 
indem aus ihr anmittelbar folgt: 

IIL Sey 

so ergibt sich wie in §. 1 36, IV iltr n > : 

Aus (n) wird geschlossen , dass y ~ 



Gleichung genügen könne, was wie in §. 136, IV folgt. Thatsäcblich 
ergibt sich diegs denn auch leicht. 

Aus y folgt z — . — — H- -T- ^- :--, wo C und C von a anabhängig 
sind. T)a für 









n.). 








,=0: r = o, '=J^'- 


■'.-»i=r(»), 




Mist 


= 


= C + C'. r(D) = -Ci + C'i; 


■;=-S=-'.c. 


= ^'. 


mithiD 


y:-- 


21 V(l-al) 


" {H-ai)V^ 


:£J^.. 


wean 


/}-' 






.-J).. 


nndw. 


iii>0, 


äeyo mn8s(§.85, n). 






Setzt mar 


1 x = ci, c>0, ac = b, so 


ergibt sich: 





yt"-'e-"«t.hiei = ^»miia. ri—<t 



Weitere AnwendoogeD finden eich uoch in §. 167, 169, uod „AnbkUg" 
ooter St. 

§. 164. 
B«r«cbiini)g il*T Grtue r(a). 

I. Aus der Fonnel (e) des §.162 geht hervor, dass wenn mui den 
Werth der Funktion /'(a) kennt Tona=ObiBa=^l, man denselben ancb kennt 
fBr alle positiven Wertbe von a; während aas der Formel (I) folgt, dass 
manr(a) nnr von a = bia a = i zu berechnen braucht, um auch die Wertbe 
dieser Funktion von a=} bis a— I zu kennen. Demnach genfigt es, in /^(a) 
die unabhängige GrCsee a < j zn setzen. (Vergl. §. 165, VI.) 

Nun war (§.162, VI); 
mithin 



1 

(l-ai)"' 



(1 + Kl)* 1° «Maa + innaa 
«•il (tointt-i-itmita) (eoina — iiinna)^ 1. 
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= Or[»I(n)-'(l+»)-i(l + |-)-..-l(l + -^)], 

WO Ör sich anf eio Haendlich w&chBeades n bezieht, nad nur I +a!>0 
seyn mass. 

Setzt man a< 1 , so ist (§. 55, YI): 

Demnach ist 

L2 2 2' 3 2' - iii2"''"m + l(2H-ea)°'+'J 

La 2 n" 3 n» ' ' - m n- ■•■ m + I (n+ea)-+ijr 
WO alle Q (ohne gerade gleich zn seyn) unter 1 sind. Demnach ist 

fr(l +») = aÖr[i(D)- (1 + ^ + y + . . . : +-i-)] 

Bezeichnet man die Grösse ^{^-^^'^^+-+-^ durch S,, so 
ist wenn 

(r(l + a) = aör[l(ii)-(l+4^ + y + .... + -i-)] 

+ -|-»'S.-|-a'S,H-.. + ^a-S- (q) 

gesetzt wird, der Feiiler gleich der letzten Zeile obigen ÄQsdrncks. Dieselbe 
ist aber sicher kleiner als 

SO dass der Fehler kleiner als diese Grösse, und von entgegengesetztem 
Zeichen mit dem letzten Gliede in (q) ist. 

DiqnzeciOyGobgle 
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' 2' 4- ^r -"^ ' 2" 3' *> .'■■" 

mitliin die Summe der Torgelegten Beihe immer kleiner als 

,,^.^.^..... ...<,,_i,,(_L)V(^i,)V, 

Iit DUO ^^ <! 1 > d. h. r ^ 1 , so ist die letzte Reihe, »U eine geometiiiehe, end- 
lich ($. 6, U), alio Kuoh die TorgeUgte. (Vergl. Aabang 3L, lU.) Demnaoh 
aind die Grossen Sj , . . . . S« in (q) sämmtlich endlich. 
Hnn findet 
S, = 1-6M93407, S, = 1-20205690, S, = 108232323 , S, = l-0Se»277Ö , 
S, = 1-01734306, S, = 1-00834828, S, = 1-00407786 , S, = 1-0020063» . 
S,„=l ■00099457, S.,=l-0004941&, 8,,= 100084509. S.,= 1-00012871. 
IV. Nunmehr b&t man 

ir(l+.) = -«k + -|-S,»'--|-S,»' + ....+^s.»-. 

wo der Fehler < ±^^S.+,a"*'. D»i(I ■+-») = » — ia' + Ja' — .... 
80 ist anch 

(r(l+a) = *(l-k)-l(H-») + -|-(8.-l).'--|-(S.-l).' + ... 

+ ^{S_-l)a-. W 

wo der Fehler < ± —y (S„i — l)a"*'. 

Man kann Jedoch noch eine zweit« Formel daneben atellen, die Tielleiebt etwas 
bequemer ist. 

Man hat, wenn nur a zwisoben — 1 nnd + 1 ; 

ir(l + a) = {l-k)a-((H-«) + -|(8,-l)a'--i-{8,-l)a> + 

ira-a) = -(l-k).-i(l-»)-t-i-(8,-l).'-4-i(S.-l)a' + 

wo man die Reihen ins [Jnendiiobe geben lasten darf, da sie konrergent sind. 
Daraus folgt 

(r(l -f- »> + ir(l - sj = - ((1 - a') + (S, " I) »■ + -i^ (S. - 1) a* + 

d.h.dar{lT^a)=ar(a), r(a)ra— a) = ^^, e8istr(Z+a)r(l-a) = ;^, 
und mithin 

ir(i+.)=(i-k).^,(i+.)+i,QL)+i.i(i-..)-i-(s,-.).'-i(s.-i).. 

- =<-«-i<!S)-l'(s^,)-T«.-'"-T<».-«'--- • 
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Die Formel (r) gibt ffir a = 1 , also r(1 + a) = 1 : 

0=l-k-t(2) + -^(8,-l)-~(S,-l)+..., 
k = l-J(2) + -i-(S,-I)-j(S»-l)4-.... 

welche Formel mrBerecbtumg von k dienen kaon. Man findet k^0*57721666. 
Die obigen Fonneln setzen a zwischen — 1 and + 1 vorans. Da aber 

r(l + a) = ar'(a), r(a) = , so ist, wenn man a von O'bia | gelien 

lässt, damit anch l*(x) voiTx^O.bia z^} gegeben. Tafeln hat Legendre 
berechnet; sie sind dem 2'*'Batide seines: „Traitä des foncUoDS elHptiqaeB 
et des Int^aies Enl^riennes" beigegeben. 

V. Wir bemerkCD hitr gel«geiitlieh, tuMi BeiugnahiDa aaf die Boiha (r), d&si vsnii •in« 
nnaniiliehe Reihe abnehmend ii( nnd veohtelnde YomioheD hat, der Fehler den man begdrt, 
wenn man die Seihe irgend vd xeblieut , imtnar geringer i>t all dai folgende Glied, 

Denn «ey 

die Reihe und man Khlieue mit dem OUede ±iia. aa iit der Best gleich 

+ t..+i + {»»+, - 0.+.) ± (n.** - n.+,) ± 

= + K+i-{n.*» — O.+.) — (n,+* — n„,) — . . . .J . 

Die eingeklanuneite QrOiie iit, da u.+i — Os^-si rim+t — Ua+g poiltiT lind, kleiner ali 

Di+i; )le iit aber po*ltiT, da >ie = (i>a4.i — nn4.t) + (n.+4 — n>4.i) + ... nnd dieie Differen- 
len eben&lli alle poiitl* lind. Deomaoh iit der Reit iwitehen nnd iib+i enthalten, womit 

Iit alio drui^.) =^0 (mit vaehtendem n) , so iit die nnendliehe Reibe (i) konrergent, 
8a iit die BeOie 

'-i+i-T+ 

konreigent. «Ihrtnd die Reihe 



nleht konrergent iit, veleh letitere Behanptoag doh Irieht erwetwn llMt. Wir« Blnlltb 
die letit« Reibe kooreigNit, m mflitte «ann S ihre Summe nnd 





»='+T+T + -+.- 


- + ll..OrE.=0 


TU. Abw 










"■>^ 


^•(!rH.>-i 


und nloht 0. (Targl. .ADhug" 

§. 166. 




». I. m.) 




Grita««rthToni(« + l)(* 


+ 2). 


.(. + "). 



L Uan leUe ia der Gleichung (35) dea g.65.- F(z)=/(z), a>0, bs 
klwt b =: a + D , 10 lind dia dortigen Bedingungen erfflllt nnd mithio 



r*ta. 
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3üb Weith*oa»(»+l)---{a + n— U- 

wo Ö «wischen — 1 und + 1. Will man dieie Form nicht, so hätt« sich eben so 
aus §. 65, II ableiten lasBeH; 

ATi)8i = i(») + I(»+n + ...+J(» + n-l) + -2*[i(a + »)-I(a)l 

_ \^ /■_\ i^\ 0^ r 1 _ ^^ 

12 KI^v. ~~^)^m. VÖH^' a V ■ 
wo © zwischen und 1, unter welcher Form wir die Gleichung anwenden wollen. 
Da (§. 27, 1) 

yiw8i = iiW-i.yVwex = (a + n)i(a + n)-«i(a)-ii. 
so folg^ daraus : 

i<a)+I(a+I)... + i(a + n-l) = (» + n)I(a + n)-n-|-I(« + B) 

"^ I2(a + n)~ 192(a + E)' "^(t"'* "*'*''" läi^lääirO ' 
wo die leiste GrüBse von n nicht abhängt, so dass wir sie etwa mit {(C) bezeichneii 
können, wo C nur Ton a abhängt. Daduroli hat man 

i(a)+i{a + I) + .... + i(a + n-1) = (a + n-l)i(a + n)-ii 

■^ la(a+D)~ ia2(a + n)' "^'^*''' 
also wenn man zu den Zahlen übergeht: 



a(a+l) (a + 2). ...(a + n-l) = Ce-''(a + n)»+''^i 6'''*+"' e '"'•+">', (a) 
wo © zwischen und 1 liegt 
II, Ans (a) folgt 

1.2.3....(n-1).- ^ 1.2...(a^l>n%- _1_ - ^^^ ■„(>*+■>■ 
a(a-+-l)..,(a+n-l) (a+D)«+'-5 C 

also, wenn man §. 162, VI beachtet, ferner bemerkt, daas (a+n)'+''~i = a'+*~i 

(' ^ ^)" (' '^^)'~'' ""^ ^(' +t)°= ^' <§■ ^'' *'^0"^t)"~'= ^ '■ 

rw=le-.^l^^^^=le-^g. ^-^--;;~'>-' . 

Setzt man also 



* , Man kann freilich sagen , dass toh den Granzen dee Integrals abhängen werde ; 
diese QrSise gebCrt aber zu dem Restgliede (§. 52, 11) und tritt nnr dann in die Bedmung. 
-wenn man die Reihe schliessen irill. Die Angaben bleiben also in roller ErafL 
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Warthn» »<>-«' 1) 


.(«+D-1)MgniMMlB. 


„ .(.+1) (.+».. .(. + .-1) Vsi 


°' .-<■+■>,. 


+.)•+-! rw ■ 


+ .)-+-l=.'+- 


-'(-v)-(-vr 


„,.'(•+ 1)- 


.+ ■-!)•■ VÜ 



„.+.-J rw 

Für «^ 1 erUUt nwn daraus die (d); ftr «^1 die vor (d) itehand« 

HftD (oUieut hieran! anoh , dau IQr lehr gr«ise n nahezu ; 

«(. + l)(« + 2)...(a-t-D-I) = ^ »«+«-{«—. 

1.2.8 n = V2«B'+l«~" = V2n*e-"n", 

1.3.6 (2n~I) = V'2(2B)'e-' 

M7, ron «reichen Farmeln in der WahrtcheiDliehkeitireehnuDg Gebrauoli genutoht 
wird. (Tergl. etwa meioe „Auagleiobnng' der Beobaohtungtfehler nftoh der HetluNjc 
der klniuten QuadratiuauDeD" S. 77 ff.) 

T. Will man etwa« genauere Formeln haben, lo folgt Ko» (A), wenn man 
jg^^TerBaehUU.igt. Blr.= l. | = 

l.a.S...n = V2^"-<^>(n + l)°+ie"<"+", 
Infi 1 

i.S.Ö...(2n — I)=V2(*n + I)'e * e*'*"+0. 

Setzt mau hier n — 1 fOr n : 

1.2.3...{n-l) = V'^e-'o— ie^, 1.2.8...n = Väü.-'n'e""; 

t«— 1 1 

1.8.6...(2n— 3)=V^(an— 1)"~'b * «•'*"-", 

In— 1 1 

l.S.5...<2n-l)=V^(2n-l)'e * «•<»«-">. 

BcreohmiDg ton T{\ + n) bei groiiem tt. 
VI. Wegen der Gleichung (c) in §. 1 62 lie&rt die (A) aneh (a > 0) : 
,V2^ 



wor&na 

J(H-«) + ....+i{i.-l + fc) = )I{2«)_jr(H-a)~-(a + n)H-<» + q-l)/(a+B) 

+ _i » 

I2(a-t-n) l»2(a+n)» ' 
und 

[:.,qn..anyGoO'^lc 
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310 ütt liilegrallogBiitluDiu. 

I. Db8 Integral 

IM 
heiBst der Integrallogiitithmus und wird durch li(x} bezeiobaet. Da fürz^^I: 
l(z):=0, so darf z nicht übet I hioausgehen. Setzt man hier z = e~°, so er- 
h&lts 



J oH^ 
und wiri 
hinausgt 



Demgemäß e 

wo wir etwa unter n eine positire ganze Zahl reratehen wollen. Entwickelt man 
in eine unendliche Reihe, ao folgt hieraus (§. 57, §. 54, IH) 

='<">-"+ira-|iX3+-i'<">-/.'-^'^'"\ 

LiMt tnah.hier n immer mehr wadisen, so nähert sich ^1(6'°) unbegränzt dcrOiQsse 
;t(0) = 0, ao dass 

i.-{e-") = i(n)--a + 



2 1.2 3 1.2.3 
wo Gr sich auf das unendliche Wachsen Ton n bezieht. Nun ist aber identisch 



Nun ist abei 

feTnBrist(§.55,VIII)B~'=l— z+rr^e" ', also immer e~'> 1—z, so dass wenn 
z<l auch e~°'>-(l — z)°, ob n gerade oder ungerade ist; das Integral 

/*Ib-i"— (1 — i)» 

/ ^ Bz ist also »icher > 0, Da weiter für a > b; a"+' — b"' 

■<(n+I)a°(a — b),* so ist wenn man a = e~", b^l — z, und n — I für n setzt: 
e-"'-a-z)''<ne-«— "[e-'-{l-7)], """'^J'"'^" <ne-"--7 [e- - 
(1 —z)], d. h. dae-" — tl—e) = ^e"^' kleiner als -|-, es ist """'""t'"'^' 

• Es ist idenüsch . - ■■. - . ^a" -t->"~'b + a"~'b' + .. +b°. Istnuna>b, 
a — b _ 

«0 ist die iTflite Seite <a° + a'-'a + a''-'ft' + .. + a'', d, h. <(n-M)ft'', so äass 



vobei vir, um keinerl«! Schwierigkeit zu begegoen, a, uud'b poiitir annehmen wollen , was 
für Emieie Anwendung, in der immer z <^ 1 . genügt. 
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2 1.2^4 1. .4 /. I y, . J, . 

'^"'''~TO+'J°*P'°'~/}'~'"">7'~°'/." '"'T"" ''°° 
= — 0-67721568— /** '"* """" fli. 

Betiaohton wii aber dai I&t«]fnl / Sz uod letzen duaelbe 

=3H, to »t(§. 85); 



TT '' •7'"' "°"°i'"'-^-''-' 

ts eben lo ut 



i^' + o'J + C 



wo C Ton a, C' roa a nnabhäagig tat. Dk aber C =C' aeyn miiM, «o *ind also C 
und C Ton a und a luuibli&D^g, Setzt man demnach a^^O, ao iit 



und 'flir «t =: : 



-/:' 



J, — r — "-"-ä-'M+c. 

wo C Ton & unftbhftngig iit. Damnach fUr a^l, wo / 

I '^' 

2-I(l) + C = 0, C = 0. Also i«t aUgomein C = und 



ffli a=l; 



/™e— _ ,- 

. iuiddafitra=0dieGr08«eer«t«rSeiteDoahendlichisl,absrdieM/ 

«in« itetif« Fonktion toq a ist, (indem g— endlich ist) , lo ist filr a =: ; 

wdus 

*['«— j-^+-J = -l.(=-0-S77ais8..). 
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Dulnteg»! //i— 'y»-'f(»-(-y)8iBy, i + j^k. 



2 1.2 4 1..4 6 1.. 



E» ist Bu» §. 35 klar, data dio lategtale / --;p 6 x , / -^ 8 1 auf die eben 

uigagabenen Integrale curUoUonuneD. 

/^nnai i 

Setst maD io / . 8», wi>»>0:3t^— — I, so lat - 



Zweitmdzwanzigster Abschnitt. 
Bednktion vielfochei Integrale nach Tersohiedenen Methoden. 

§. 167. 
DMintegral /7!.f{x+y + ..)!'-' y»-'. .61 8r- 

I. Es wird die Aufgabe gestellt, das vielfache bastimmte Integral 

y^..i-'y»-'<— ..f(i+y + . + ..)8xBye... (a) 

za ermitteln, in velchem die Grunzen von x, y, z, . . so gewählt sind, das» - 
X, y, z, . . alle positiven Werthe erhalten, für welche 

n-r-(-«-h...gk, (b) 

wo k eine positive Grösse ist 

II. Dm znm Ziele za gelangen, betrachten wir znerst nnr den Fall 
cwder Veränderlichen, d. h. socfaen das Integral 

y^x-'y'-'t(i + y)8iey. i + y^k (e) 

zu bestimmen. Es ist klar, dass man den Gränzbestimmungen entsprechen 
wird, wenn man y von bis k ~ x , und zugleich x von bis k geben lässt, 
so dass man also das Integral 

zn ermitteln hat. 

[Jign^saHyGoOt^lc 



3J4 /yyx—'y»-'i'-'f(H-)' + «)6»8r8« wtnni + y+i^^^lt- 

N&ch §. 78, IV ist dieBes Integral gleich 

In dem Integrale / x*~'(k— x)''f[x + (k — x)yJ3x fflbren wir eine 



Veräaderliche u ein, so dass u [x + (k— x) y}=x ; alsdann sind die Gränzeo 

von u : und 1 ; ferner x ^ r — , so dass zu jedem Werthe von n ein 

l + ny— u' ■* 

einziger Werth von x und zn jedem von x ein einziger von u gehört. Dann ist 



8d (l + uy — n)=' t+uy-u' 

und das vorgelegte Integral: 

Föhrt man ffir y die Veränderliche v ein, so dass - ^ = v, also 
y^'^, I + „y-u = '^-=^,il=^^|, soistdLMgrah 
k-^'y^u— (1 - 0)» e u — J"^—^ f (v) 8 y =fy-' (l-a)'-' 8 uj^^-' f (t) 6 y 

= /V*'-'f(v)ev /'u'-'{l — oj'-iöö (»ergl, §.168, II. 2), 
so dass nach (i) in §. 162, V das Integral (d) gleich 

j^/:— '«•"••>»■'>»■ 

III. Geht man nan zu dem Falle dreier Veränderlichen über, so dass 
dann x+ y + z < k seyn soll, so wird wieder x von bis k gehen, während 
y + z ^ k -— X ist. Setzt man also k — x = k', so ist y + z ^ k', d. h. y 
geht von bis k', z von bis k' — y , mithin ist 

yWi*-'y'-'«-'f(i+y+»)8i8je.t^yi'-'eiyj-'Byy»'-'tu+r + oei- 

Nach (d') ist aber: 

so dass 

woraus nun «nter Anwendung derselben Formel: 

- . [:.,qn..anyGoO'^lc 
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und mitbia allgemein 

y^,..x-'y'-'i-i...f(x-+-y+H-...)Biey8i.,. 

wo X, y, z, — alle positiven Werthe babeu, fßr welche x+y+K+ ... <; k, 
und a, b, c, . . . positiv sind. 

För f(i + y + z + ...)= 1 , folgt hieraus 

fff ,.-i,.-u.-. fl,flva, _ rwr(b)r(c) .... k"^^"--- 

yyy...x y . ■■■«-«y^^---r(»+b+o+— > .+b+e+... 

_r(a)r(b)r(c)...t"-"-^-- ,^.. 



r(l + a-f 
worin a>0, b>0, c>0, ... 

IV. Setzt man in der Formel (A) x = f^)", y = (—/> ^ = Ct'}'"' 
.... wo m, n, r, ...,«,/),)',... bestimmte positive Konstanten sind, und 
formt das bestimmte Integral um, was hier geradezu nach §. 42, IV geschehen 
kann, indem jede der frühem Veränderlichen durch eine einzige neue ersetzt 
ist, so erhält man statt des Integrals in (A) : 

///■ ©■"'■©""©•" ■'[©■+ ©'- (t)'-] 

so dass alüo, wenn man die Accente weglässt: 

oder endlich, wenn man —,—,—,.,. an die Stelle von a, b. c, . ., setzt: 

///■■-'"- •■'[e)-ey-(T)'--]-'- ■■ 

DiqriiüOByGoOl^lC 



y. S«t2t msD in dieser Formel k = oo, so sind die Grftnzeii von x, y, 
t, ... Null und ec, und es ist 

WO also a, b, c, .... a, ß, y, ..., m, a, r, . . positive Eoastanten sind. 

Setrt mM m" = — , n^ = — . ■■'— ^< • ■ *" *'"" *i> »i> *i. ■■■ Po- 
sitir sind, so «rgibt sich: 

wo alle Konstanten positiv sind. 

Tl. Spesialisiit maii in den wiehtig^n Fonnelo (A) und (B) die Funktion f (n),~ 
■o kann mau leioht eine Menge weiterer Formeln darau« ableiten. 

So folgt fmM(B) Ort (u) — r7=, a=|S=7=.. = 2, m = n=r=.. = l. 
»=b = o=.. = l: 

yyy- v:-t,..,y.+,.-H...) -— ^y.Tr^""- - +T'^.'4-...<i. 

wenn o die Anzahl der TerAnderliohen ist. 

Dm hier noch rorkammende Integral wird für n = t' geben 

/'a' 8d /*'t— '6t /"^ 

und kann unmittelbar bestimmt werden ($. 43, II), 



* Die Konitsnten mfluen 10 beiebsffen uya, dua I — 1 . ( -^ t . . . poUtir dnd; 
ÜberdiBu loll inunst ( — } ''■(/"^■■<'' »'T"' *'•*'' TenD i = y ^.,=:0i fsmei 

mass — , ~ positi* s«:^ (S- 162, I^. Daza g^Bn, dM> all« einneteiiden Konitin- 

ten potItiT MyeQ. 
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OrlniandH Integral» ///TSidrSi. 9ji9 

El IftMen fidi weiter lehr leicht geometriiohe Anwendnagen derselben SKtxe 
macheD. So wird (§. 80) das Integral f 1^^ ^7> auigedehnt auf all« poairen x 

und y, filr welolie — H — i^l. den Tierten Theil dar Fl&ohe der Ellipse — H — j 
= 1 misdraokeD. Naoh (B) ist aber, wenn a = b = I . f(u) = l, a=ß=2, 
k=I: 

was wirklieh die betreffbnde Fläche auidrackt (§. 46, II). Eben »o iit 

der 8. Theil des tob dem EUipsoid (— ) + (— ) + (~) =1 umschlossBoenKOr- 
pers. Nach derselben Foimel ist er also; 



rQ.±y- -,.r(f) 



der Grtaiien dsi dreifachen Integrali 



///- 



I. Seyen in dem dreifachen bestimmten Integral 



worin V eine bekannte Funktion von x. y, z ist, die Grunzen der Veränder- 
lichen 80 gewählt, dasB alle Werthe von x, j, z vorkommen, fOr die 

P(T.y,t)^0. (b) 

wo 9> (x, y, z) = die Gleichong einer geechlossenen Oberfläche (z. B. 
eines EUipsoids) sey. Mao soll seinen Werth ermitteln. 

Man sitgt iß diesem Falle, das Integral (a) sey anfalle Werthe aaszu- 
dehnen , fKr die (b) bestehe. 

"Wir wollen nan vor Allem fragen, welches die Gränzwertbe von x, y, z 
seyen, nnd ans die Anfgabe geometrisch eingekleidet denken. Alsdann sind 
als die Qränzwerthe von z offenbar die Werthe von z ans der Gleichnng 

♦ (x.y.«) = <o) 

zn wählen. Gibt es deren zwei, z,, z,, die als Funktionen von x, y erschei- 
nen , so sind auch Zi , z, die Gräozen von z. Bei mehr als zwei Wertben 
hätte man das Integral (a) in mehrere einzelne zn zerlegen. 
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Was die Gt&azea von y betrifft, bo alnd sie ala Fnnktisneu von z aus 
der Gleichang der Projektion des BoeaerBten Umfanga der Fläche (c) auf die 
Ebene der x y zu entDehmen (vergl. §. 83). Im ÄllgemeiDeD iat diese Pro- 
jektion die Grundfläche desjenigen Zylinders, der aot' der Ebene derxy 
senkrecht steht und die gegebene Fläche (c) umhüllt Seine Gleichung er- 
gibt sieb durch Elimination von z ans 

9 = 0. 1^ = 0. (i) 

Diese beiden Gleichungen sind nämlich die der Kurve, in denen derZyliader 
die gegebene Fläche berührt, woraus die Richtigkeit der Behauptung sich 
sofort ergibt. * 

Ist 

f(i,T) = _ (e> 

die ans Elimination von z zwischen (d) hervorgehende Gleichung, so mnas 
y als Funktion von x ans (e) folgen. Sind y,, y, die beiden Werthe, velche 
sich ergeben, so sind diess die Gränzwerthe von y. Bei mehr als zwei 
Werthen müssen Betrachtungen, die dem einzelnen Falle entsprechen, ange- 
wendet werden. 

Was endlich die Gränzen von x anbelangt, so sind es die Werthe der 
Abszissen z für diejenigen Punkte der Fläche (c), in denen die, Tangential- 
ebene senkrecht auf der x-Axe steht. Sie ergeben sich dnrch Auflösung der 
Gleichung, welche man erhält, wenn man y, z eliminirt aus 

, = 0.Ü = O. if = 0. (!) 

Das bestimmte Integral (a) ist dann entweder unmittelbar zu berechnen, 
oder veiter umzuformen. 

Znsati IQ g. 79. 

IL Wir wollen hier einige wichtige Sätze erweisen, die zn §.79 ge- 
hören, nus aber namentlich bei den folgenden Dntersnchuageo nothwendig 
seyn werden. 

Das doppelt bestimmte Integral 



* Sacht man in der Fläcbe (c) dielenigen Pnnkte , tn denen die berühreade Ebene lenk- 
leehtiteht anf der Ebene der ly, so hat man dieBerübnmgsknrregefnnden. Die Oleichtmg 

derTangeBtialebeneistabefT-^(X — i)4---^(Y— t)-(---? (Z — z) — 0, und wenn eie 
senkrecht aaS der x y-£bene stehen boII, so moss - — ^U) seyn. Funkte also, für die beide 

GMehDDgen (d) ertOUt sind, litgeo in dei fraglichen Berährongslnirte, wid anch nnr diMa 
liegen darin. 
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ß^^ ffi'-y)^T ig) 

ist (§. 78. IV) gleich 

wenn man x = x', y = y' y tx') setzt. 

Gesetzt nun, es seyx = f(u,v), y — f,(D,v), so rauss, damit s', y' 
durch u, V ausgedrückt seyen, x' = f(u, v), y' (p (x') = f, (u, v) seyn, so 
dass also : 

i = ,',y=y>(i'); i^fKv), y=!,(a.T); i' = f (n. Y).y>(iO = f, {o.t). (h) 

Die in den Formeln (A) oder (B) des §. 79, I, II zn P als Faktor hin- 
zutretende Grösse ist im Grunde gleich ö^ ö^ ~ ö^ ä^ • Wollte man also (g) 
nach §.79 umformen, so hätte man die eben genannte Grösse aus (h) zu 
bilden ; wollte man dagegen die Grösse (g') umformen, so wäre F~"^ ~ s^ ^ 
zu berechnen. Aas den (h) aber folgt: 

Bu 8u' 8a Ba*^ ' ^ 8i- da' 
^-?1' 8y_8y'_;^., , _, 8y(x-) 8i' 
Q — Öt'' Bt — Öt Bt' öt' 

woraus 

8i67_ei8y_fli'e/ , 8ff(x') Bi'ei' Bi'By' . BjtdQ 6»'8»' 

flnfl. fl»fli. fli. fl.*'''y H.' Hnflir fl.fln'''"' ^ fl»' Ruft. 



*^^ 'LBq Bt Bt BuJ' 



Aus dieser Gleichung ergibt sich nnu die folgende Vorschrift: Das lute- 
gral (g) lässt sich geradezu nach §. 79, I umformen , so dass man also die 
dortige Grösse »~ ^^ ~ ö~ « *"s den (zweiten) Gleichungen (h) bildet; die 
Gränzen von n und v aber mfissen nach den Vorschriften des §. 79, I und II 
ans den Gleichungen x — f (n, v), y y (x) = f, (u, v) ermittelt werden. * 



'"//'<">• 



> Nach dem TorstehendSD ist dieu so zu renteheo: Setzt man 

oad y die luasti YMSaderlichen D , t, die mit^enan duroh i^=f(ii,T), y^f, (a, t) si 

enbSDgea, so erhalt man, yrean man nach g. 79 Tetflihrt, das Integral 

man abei ineiBt i=:i',j = j'v{j')savaääis Integral in 

DunzeBByGoOl^lc 
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1) Soll a. B. du Integnl 



TT" y." 

eniütt«lt werden, und man will x^reos 9), y^rnnq) setien, so ist 

8x 81 . 8j . By ei8j- BiBj 

— = Mf». — = — rm», T- = fWi», — = («0*». — r- — T- j-- = r. 

OB OT DU DT OUOTOtOIJ 

Fernar (wenn x tod bis a, 7 ron bis 1 geht) 

f — -» '•yV*~'r' 

■Uo (%. 7». n) filf 

H , / r'eof". 
1 = : »i = -s- •*=*■''=* AMbry 1 j— = tifa^ 

folgt fOr 

"^i ' b^ 
■o daM endlich 

_ 1 /■' e» _i .11,./'' °> 



and wem mu n, * nittolit d«r Oletehongeti z' = f (n, t) , 7Xi'} = ^(a,T) einlQliTt, m> 

//n..,..,u...i(y|i-ii?i)e..., 

genan wie vorbla, indem, «enn i' ^ ^ (d, t), y' = 1(1, (n, t) Jatit 

8v S^ B»e<(^_ 1 /^efBf, Sf H'V 
Bn ÖT 8t Sq »(i')V8b8t 6t 8n J 

iib Uan kaim alio 

yyF(i,y)8iBy 

geradeiD nach S- 79 nrnformen; die, OiaiiEbestiminaiigen absT sied dann beuei au 
x' = f(o,T), yX»*) — Ii(n,T)nifllhren(i'TonOhlia, /TonOhUl), , 

DsM niMi dieaen Weg nicht betreten mnii, ist bereite in §. 79, IV bemerkt worden; 
eben eo wurde in 9- 79, m bemerkt, das* nnter gewiuen Bedingnngen a ond ß aneb Funktio- 
nen Ton z aeyn kannen , nad dach das dortige Terbbren ebne Weiterei anwendbar bleiba — 
Wir haben lomit in dem hier Hitgetheilten nur eine Yorichtift in sehen, die in allen Fallen 
anwendbar Ut, ohne dau andere Wege deuhalb nicht betreten werden dflrften . odar im ain- 
■elnen Falle niobt mit Tortheil betreten werden kennten. 
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ZiiiatiiD8.T9.V-VII. 




seyD. 


barans ergibt sich: 


•.y=r'.M.'=''»["'.rVW: 


II 




8s Bi' 8t 
8^=87' e^ 








Bi 8i' 

ru=87'^+* 


■KK-^(S'-'-|5 


m^ 




8i_Bi' tfy 
Bt Bi • ev 


=1^-^-15 K- 








Lei Bv^Sy V8** ^di- 


m 




6i e»' ey 


8* ' 8i' Bt 





6i 8i' , ,rev8»' 8^ /-By' ^,8^)eI'^-l 
wo qt fflr 9(x')> V *"*'" VC^'' y'vC"^')] = VC^'?) gesetzt ist. Hierana 

OtSw ewBT~**\.8*e» Bw8»J'"8i\,6t8* 8v 6»^ 

■ _^ ,8» /8i' 82' Bi' 8i'-\ 

^ll_*lil— /-Sy' Bt' By- 8'"\ .8» /'8y' 81' 8i' 8y" N 

8v8n Bn Bw *'''V8»Bn Boew^ * 8iV.BwBo 6w Bn^ 

,B» /-ai' Be' Bi' 8i'-\ 

-^"^BlläVe^^e^B^J- 

,8»! /'81' 8t' Bi' 81'^ 
-^*y8"7l87 67--67BirJ' 

woraus 

^/'^L^. — ^i^^j-^ /"Bj? es_By 8i-\ 61 /'fiy 81 _ 8y 8£■^ 
BqV6t8w 8w8»/ 8iV8wBn 8a 6 w/ Bt l,Ba 8t 8y8o/ 

— „ri^/'f^^_izi^'^+iii('^ — -^— "^ 

'"''LSn VSt Bw 8w Biy Bt V8tt Bn Bn b-wj 

■^Bw V.8ü Bt 8t 8n^J" 
Yerglichen mit (i) und (k) ergibt sich hierans der Satz : 
Formt man (i) nach §. 79, Y am indem 

X = f(ll,T,Tr).S = t,(n,T,*), t = f.(<I,»,ir), 

Bo wird man die Gränzwerthe von x, y, z ans den Gleichongen 

i=t{i.,T..), T,W = f,(u,T.w), i*[x,y»W]=f,(ii,'r.») 

I , Goo^^lc 
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Du lUMinl / / r . aufadahnl uf kU« Fnakta 

yyyv>'+y"+-' 

i i i- /" ^,™i'»i<i.'» ^ 



i.-yT^ 



«w'y eo«'y 






|lri=:O:r = 0. flri = I: 



Dernnkok i«t (m) fleieh 



a« 4m» «Bdlieb mnasnwerthen U( (yergl. §. 84, 1) 

lAVe'f* /"' *<'«»e»8.p 

ün BUB dieMS Integral lelbit zu ermitteln , wollea wir meist die Integration 
>aeh ip dnrehfflhren. Wir «eiien zu dem 'Ende b' c' o(w'i|i+ a'b'nn'^^a*. 
a*e*aM*if> + ft'b'«<ii*iff ^^', und baban dai Integral . 

f* By _ /•' ^"^ . =■ .' /** '» 

1. Setzt man bier «Mfi^x, gr = — y/ ' t ' •* '^ ■"*" 

/* " a» I /^ 8x 

' ' -,(8-48. VID = -? * 



(0 du« jetzt die OrSue (m) gleieh 
n " 

— — r, ""»"■ 

, . Gooi^lc 



walcbelDiitriiSlb dmEIHpnidi -;+-ri + --7 = l Uagm. ong 

Dieiu Integnl Uiit tiah loioht aat alliptiidie brtegnle raduürwi. Zn dsM 
de ntie nuui 

,. e 6» « 1 



»'[(**— c')«w'» — c'>«»'«]-f 



o'(i«*'v + b*«»'» = c'(l ,_ , y'<»)-l- ,__ , <y'» 

B'|>'«w'<» — c'] + b'c*ifa'» _ c'ft*—c* — t*»'CTii'» + b' «'«»■'« 

__ ,_ ,4'— _b' . . . t 



V »' ««'1(1 + o'mj'ipV *'*"*'*"•' b'iMt*vi= — i^Y 1 i i»i"'». 

s ,/8'-e' 

•udda fnTift=2':^<»=: y — ~i — , *o wird wenn t dareh die Gleidiuig ^4 

= y - — i — ■, tMe:= — beatinant Ut, und man tugUiche'= , , wtit! 

, V^o' w>*= V + «•««'»' V «'«Ol' V + b' «tn'ip ey»*—o*yeVl— «'««•'• 



nithia ut^andlioli die Grfiue (m) gleich 
_2«bc „,_, .._a^ 



§. 169. 

DMlBtep»l/yy!.F(i,y,.,'..)fI»'(*.y.».-->J8>ej«i.. 
Angenommen das n fache bestimmte Integral 

/^..F(*,y,i,...)f[»(i.T,.,...)]e«8r8».-.. U) 

in irelchem x, y, z, . . . alle positiven Werthe annehmen sollen, für welche 
»{«.y.i. ...)^o <«') 

ist, sey zu bestimmen. Dabei setzen wir voraas, es nehme 9>(x, y,z,....) 
den bestimmten Werth 91, an, wenn x, y, z, . . . sämmtlicb Mall sind; ebea 
SD sey (fi der bestimmte Werth von 9 (x,y, z, . . .), wenn ^(x,y,z,...^ = 



326 nw i'"e8»«'yyy ■ 



F(i.J,»,..)f[y{i.ir.»..-)]e 



(natöilich die SteÜgkeit aller Torkominenden Fanktioneu vorausgesetzt). 
ADgeQommen ferner. Wie) ^^3 ^^^ Werth von 



///■ 



'■(i,y.i,...)8iByBi. 



wenn x, y, z, . . . alle positiven Werthe annehmen, ffir die 

»(i,y.i.. ..)<e. 
so ifit der Werth des Integrals (a) gleich 



/?. 



(p)-s-^ee («) 



aater folgenden Yoraussetzungen: 1) es darf die Bedingong (b') nicht im 
Widerspruch Btehen mit (a')i wenn ^ zwischen qi^ nnd ^, liegt; 2) utoss 
man, wenn ^ sich stetig ändert voii g>^ bis 91, , mittelst der Bedingong (b') 
alle Systeme von Werthen von z) y, z, . . . erhalten, die man mittelst (a') er- 
hält. Diese letztere Bedingimg ist so za verstehen: LegtmaniDderGleichnng 

der Grösse q alle Werthe von gi^ an bei, indem man (durch nnendlich kleine 
Unterschiede) stetig fortschreitet bis g>i, so müssen die Werthsysteme von 
X, y, z, . . . , die diesen Gleichnngen genügen (x, y, z, . . . positiv) genaa die- 
selben seyn,' welche die Bedingung (a') liefert. 

Gesetzt es seyen g, ^ + Jg zwei verschiedene Werthe von ^, so wird 
flir dieselben das Integral (b) auch verschiedene Werthe haben, die wir durch 
W(q) nnd y*(e + d(>) = y(c) 4- ^"PCe) anzudeuten haben. Lässt man in 

F(i,y,i,...)JiJyJz... (d) 

die Grössen z,y,z,... durch die (unendlich kleinen) Unterschiede Jx, jJy, 
Jz,.,, stetig von an fortschreiten, so stellt ^(ß) dieSnmme der Werthe 
(d) vor, wenn x, y, z, . . . bis zu den Werthen gehen, die (c') genfigen (§. 78), 
während f {q) + JW{_q) die Summe der Werthe (d) vorstellt, wenn x, y, 
z, , . . von bis zu den Werthen foi-tgehen, die 
»i{i,y,i,...) = p + Jp 

genügen. Daraus folgt, dass dW{q) die Summe der Elemente des bestimm- 
ten Integrals (b) ist, wenn man fiir x, y, z, . . . diejenigen Werthe wählt, 
welche aus (c') folgen, indem q stetig von ^ bis ß + äq fortgeht. Je kleiner 
£^^ ist, desto weniger sind die Werthe von ^(x, y, z, ...), Mr alle diese 
Werthe von x, 7, z, . . . von einander verschieden, so dass man sagen kann, 
f [{p (x, 7, z, . . .)J bleibe für alle diese Werthe nahezu gleich f (p), und diess 
desto genauer, je klemer^^ ist. Also ist f[y(x,y,z, ...)] = f(e) + k, 
wo k eine Grösse ist die mit Jg verschwindet. Legt man sonach in 
F(i,y,i,...>flv(i,y,z,...)]^l Jy J.,... (e) 

den X, y, z', . , . dieselben Werthe bei, wie so eben in (d), so wird die Summe 
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derselben aus zwei Theilen beateben, wovod der erste = -4'P(e)f(e) ist, 
wäbrend der andere die Summe der Elemente (d), jedes multiplizirt mit 
einem Faktor kist, der am so kleiner ist, je kleiner zfp ist. Diese Summe 
ist also, einem vielgebrauchten Schlüsse nach (vergl. etwa §. 39, III), 
gleich k' 4 ^ (e) . wo k' mit d q verschwindet. Aber es ist (§. 15, I) 
JV(q)= ' J^-i-aJQ, wo «mit Jg verschwindet, so dass die Somme 
der Elemente (e) ist 

Legt man nun in der Gleichang (c') der Grösse q nach einander die 

Werthe qi„, tp^ + /iq , ifi~/iQ bei, nnd nimmt die diesen Abtheilun- 

gen entsprechenden Sammen (t^ , so wird die Summa all' dieser Summen nm 
80 genauer dem Integrale (a) gleich seyu, je kleiner J^ ist. * Daraus folgt, 
gemäss den ersten Grundsätzen über die Lehre von den bestimmten Inte- 
gralen, nnd wenn mau beachtet, dass die Summen der drei letzten Grössen 
in (f) zu 






werden, wo a,, k,, ß mit Jq verschwinden, also diese Grössen Null sind, 
dass das bestimmte Integral (a) der Grösse (o) gleich sey. — Man wird 
leicht übersehen, dass dieser Schluss nur unter den oben gemachten Voraus- 
Betzungen gerechtfertigt ist, die denn natürlich wesentlich zu beirucksichti- 
gen sind. Die nachfolgenden Beispiele werden znr weiteren Erläntenmg 
beitragen. ' (Vergl. §. 75, VI.) 

ObeiflScbe ies dieiaiigen Ellipsoid^. 

I. Sey — + Ti-* — i = l die aieichuDgeuies drelaxigen Ellipsoids (§. 84, 1), 

so folgt aus derselben : 

o' a* b* _ V aV a' V b'J b' 



• Dieaa Bahanptnng iit nar richtig, wenn, indem in (o') q tob vn biB V, geh', die 
Werü]syi(en>e der i, y, z .... , die deo so erlialteDen Gleicbnngen genOgen, genau dieselben 
Bind, velcbe In dem Integiale (a) TOikonimen, d.h. die us (a') folgen. Diess ix aber 
umete zweite ToransseCzung. — Dacs die (b') der (a') nicht «ideraprecheD darf, liegt im 
Grande in dieser zweiten Voraassetiong mit iDbegriffea. 
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Duwu Algt daM der aebte Theil der Oberfl&che d«Helben (§. 80) gleich ist 



//V^ 



OjOJbOzJOI...,. 



wenn das lotegral saf alle diejenigen positiren WeTÜie aiMgedeEiQt iröd, fllr welcli« 

— ,-H--ri^I, Wir wollen annehiiieii, e» aey a>b>c, lo lind 1 j, ) — -r» 

positir und kleiner ali 1, lo daia wenn 1 — —j^a*, I — -7^1=:^*, man hat a<Cl, 
^<CI: ferner wollen wir io dem Tontehenden Integral a x, by fOr x und y setsen, 
wodunsh es (g§. 79 u. 42) zu. 

wird, so dau e« tick nm di« Beitimmung diese« letztem handeln wird. Ter^eiehea 
wir daiielbe mit (a), »0 ist 



ttnd wenn hier p geht tdd 1 bis OD, so wird man für jeden Wertb von ^ gewisse 
W«rthe von X und y erbalten kOnnen, die nothwendig so besoha&n sind, dui x* 

-I- y' < 1 , indem ja — ^r-. — ^rr- grösser als 1 sindi Buch werden alle dieM 
Systeme von einander verschieden sejD, nnd keines für dasx* + y*<^I wirddaron 
ausgesoblossea seyn, so dais also die Bedingungen (a') und (b') Bich nicht nur nicht 
widersprechen, sondern dieselben Werthe liefern, wenn Q von 1 bis OO stetig wächst. 
Demnach ist wena 



/>' 






ffV'-^J^^'^'r_=j:yA 



dMS nenn man in dn Formel (B) de« g. 167 aetit: 



_ i,/ (e--ij((,-i j LtJ /•■ _it 0— I 

■4 V(f-«')(p~^') ro) y. " 4^(-„„y(,_^.j' 
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BnechDiiDg dsT Oberfläche dei dreiailgen ElUpMldi. 3 



Setzt man (> = u', so ist diese Grosse = 
h'-l)e 



«^ r h'-l)e _ / • (e'-DS. -| 

und wenn u = -: — ; 

jjn»i , 

" r ix'^ «iw'y / (a' — <io*^)8»i "1 n r a' — (M**i 

Lyn'— (»'itn'siMny eojff y V°' — ß*iin'vna*9J * LwnjB «wjjy»'— jj'itn'v 

, f Bje /" 8(B -| « r a' — lin'gi 

Da {3' < a^, so sey — =^ e', und es ist, da die GräDsen tod u ebeufUU 1 und 
00 , also Tou <p : 0} nnd sind wenn ein a) = a, die fragliche Fläche : 

d. h. da «ino) = a, cmi» = Vi — u\ sie ist (§. 164): 

^[V(l-o'Hl-,«'^-«F(B.,e) + «E(«,e)+i-F(».e)]. 

d. h. endlich gleich; 

^+— ;^=:[(a'-c')E(«,e) + c'r(«..e)],««o.= v/^i^,-«o,«=f, 
* 4V* » a a 

Nimmt man diese Qrösse acht&ch, lo erhält man die ganze Oberfläche des 
Ellipsoidg. 

n. Man kann du eben Oefondene auch datch onnuttelbaie geomelriiehe Ableitong er- 
halten. Es ist DSinUch immerhla 



. Ist, rat die 
mttlnng *on 

Goot^lc 



«0 das Integral anfalle poiidTen Werthe Toni, j' ansiadehnen Ist, fQt die ■p + -rj<;; 
der achte Theil dei fntgUehen Fitche, so da» ea sieh also am Enmttlang *on 



Qninittelbire Ablsitnng dei ertialMDeii Wertbe*. 






baadelt 

SMztn 



10 üt ( ^ 1 , wShrend di« (ja) fOr Jede« f sine Ellipse Tontellt WJt wattao nni nnn die 
Evei W«rth« ^ und p + ^p deokto (vo ^p unendlich U«in sej) beide |^ 1, lo stellt Ar 
dieae Weithe die (h) zvei Ellipsen rot, velclie deoielben Mittelpunkt haben, und die lioh 
nieht tcbneidea. * Dabei geht e 'on 1 bis od, tmd alle ElUpten, die mui %ai (h) eibUt, 
^d b dem Kceise x*+ y'=:l enthalten. 

Dm IntegnU //fix 87, uugedebnt anf alle poutiraa 

WertheTeni.y.für die-5^^-i'+-^^^y'^ 1, stellt 

p— 1 ■ p— 1 ^ 
den vierten Theil der EltipseDfllcbe (h) vdtj dasselbe ist also 

(§. 46) = 4- ^~^ — — , so daes wenn AB (Fig. 64) 

■4 V(e-'''J(e-is'> 

den IQ t> gehOiigen elliptischen Qaadraaten voistellt, OAB 




*K(e-"')(e-^') 



Je — 1 « e — 1 j."^ p— 1 



^J- 



ABA3' = 



V(('-«'Ki> 
sefD. Diese Giüise ist aber (§. 16, I> 



^9. 



4 8,y(p_„.)(p_^j 

venn ^p naeadlich klein. 

FOr all,e Pnokts die in dem nnendlicb schmalen Streifen ABB'A' liege», ist p als kon- 
stant aDineehen, d. h. bebUt — . ; — — -i — einen aaTeraDderlichen Werth. to dass der 

1 — i' — y' 

Theil des Integrals (g), der sieb hieranf bezieht, gleich ist 
* Sollten sie sieh schneiden, so mUsste zugleich 

(1 — 1 p — 1 ' ' p-i-jp— I e + iJp— 1 * 

mdglicb seyn, Torans 

d, h. es fielp y' negaÜT am. 
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Laut mm hier g tod 1 bU oo geben , and sammin dann alla dia so eihalteDen Werthe, so 
bat man offenbar den Wertb von (g), ftuagedehnt anf alle PankCe. die innerbalb dei Kreisei 
x' + y'=: 1 Hegen (der füi (^=cc encheintj, nie verlangt Tnide. Atu8.40 sigibttlch 
also, das» 

Ton da an gebt non die weitete Recbaiwg wie oben tdc sieb. (Teigl. %. 170.) 
Da« Integral yy!.^»-Jy^-'..i/( '~^'°~^J^"; )Bi8y.... ,« + ,0 + ..^t. 



III. Legi man das Integral 



///--'' 



^^ - l— aiP.-byl' — 0»' 



-6i By 8«... 



£ur BeetimmuDg vor, ausgedehnt auf alle potitiren Werthe fOi die 

wo a, b, c, . . . positiv und kleiner als 1; a, ß, f, ... positiv sind, so hat man 

byP — et''— ... 



F{i,y,z,...) = i'-'y'-ii'-'...,i,{i.y,z,...)=- 

1 — l" — jP — i' — ... 

f(a)=a'', v(x,J.'i....) = i'' + yS + »'' + .----l. 

, „ ^ ^poder'^ 71"+- ryP 

... ^"^ e-1 e-i 



1 — i« — yP- 



V(«) 



-///■■ 



ausgedehnt auf alle positiven Werthe von i, y, z, . . für welche die eben gegebene 
Bedingung eritillt'ist. Diess gibt oacli (B) in §. 167: 



/y*'^' 
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332 y/.-«'-'y'-'-0-»''-J^-"r-6xBy..,x«-|-yS + ..:^l;i.y...poritiT. 

■r» "-;',-<y)<f)^(7) ■ . 

« (p-»)'(e-b)^(p-e)^.aiS,...r(l+k> 

■D daw ftUo das Torgelegta lalegml = 

■ «/»r-ra + k) y. 8^ 1 T — K"«- 

L(e-*)''(j-b)''...J 

rv. Für»=b=o=0 ist 

, . ir-l yt-l ,r-l , . . 



oder da 



•'•'•' va—io—jfl-i''-..) 

_ '"(i)'"(f)-- /-8 r(,_i)>-] J; 
*« wird wenn ^ = — , 

-, j^ kr{k)r(i-^) 

= k/ (l-n)»-'o"-8a=— ^^ -^(ä-lÖtV). 

»laa 

,. . .^,^-.,-..8»,8,... <-i)<^)r(B- 
JJJ vü—.'~,'-'i--) .f,...r(i + -t+i+..-iy 

bt du Integral eit> emfuiheit lo lieht man etwa daraoi ; 



. r(i)r(.) 
2i)r(i+.)' 



/'^■-1L8: 

D,„„üOhyGoOl^lC- 



jf..^-'j^-'..0—x''—Sß—..)~-{\+t''+tfi+..) -ex8j..,«"+yP+..^l. 3 

r(i)rrt±^±i^ 



V. Wir wollen um endlieh noch das bpstbnmt« Integral rorlegen: 



///■' 



-'BiBjBi 



uugedetiiit auf alle poiittren Wertb« ron t, y, c, . . . , fDr die 

x«-l-r?+»''+...^I, 
wo wir o, ^ /, . , . all poiitire GrSuen annehmen. 

Hi«i«tF(x,y,8,..)=x»-'y'"'«'^'- ,9(x,y.«,..)=i"+y*+i''-f-.., f(n>= 
^. , dBrnnaeh fig = , 4)(=1, und dio Bedingungen i" + yl' + z'' + . -^1» 
x" + 7^ + x' + . . . ^ ^ lind identisch , geben also dieselben Systeme Ton Werthen 
(Bf X, 7, . . . Jebst i«t 

»(p)=/7yr-i'-'y-'«'-'--«"ByB«..,x"+r''+ «'+■■<?. 

Ib.«. 187. IV): 



»(t)= 






,i-ti. 



"'>- .^,...ra+k, 



M da» weim 2n a — 1 = 
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.i.,...rm J.' >'r+-/'- 

Fflr ni = 2 kommt du letzte Integral auf die Formel (t) in §. 162 zurück. Es ist 
dasselbe dann 

und wenn (>=>'u: 






§. iro. 

BednkUon doppaller Integiale durch geometriiche Betrschtiingen. 

I. Es sey das Doppelintegral 

y 6iy ffax + by)8y(a,a,bporiäT) (a) 

zur BeBtimmnDg vorgelegt, wo 91 (x) eine bekannte Fnnktion von x, oc aber 
konstant ist. Sitzen wir f(ax + by) = 2, so stellt 



/?'/!'"'' 




einen ESrperinhalt vor (§. 83) der fol- 
gendermassen begränzt ist: Ist M^ N, 
in der Ebene der zy eine Kurve, deren 
Gleichung y = y (x), ferner OB = a, 
, RN, parallel mit der Axe der y, über 
OM, E,N, eine Fläche errichtet deren 
Gleichung z = f(ax + by), s0 8tellt(a) 
den Inhalt des über OM^ RH, liegenden, 
von jener Flä«he oben begränzten Kör- 
pers vor. Was nun aber diesen Inhalt 
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anbelangt, so kann er auch noch in anderer Weise gefanden.werden. Setzt 
man nämlich 

, aH-l,j = B. ii = f(o.), ft) 

SO ist offenbar z konstant wenn m es ist, während die erste GUichnng (b) 
für ein konstantes m eine Ebene darstellt, die senkrecht aaf der Ebene der 
xy steht, nniJ die Axen der x nnd y in Punkten^ trifft, fiSr die x = — , j = 
-r-- Stelle MN die Dnrchscbnittslinie dieser Ebene nnd der Ebene der z y 
Tor, 80 ist also 0M = — , 0N=^. Lassen wir to um JM.znnehmen, so 
erhalten wir eine zweitia Gerade nnd Ebene M'N', die mit MN parallel ist; 
zwischen beiden Ebenen liegt ein Stüpk des betrachtetai Körpers, das wir 
nnn berechnen wollen. 

Die Fläche des Dreiecks MON ist ^, die von OMT^'= - "^ - l" -, also 
die vonMNN'M': — — -^^ — — =— " ■ " .'' . Was nno aber z anbelangt, 
so ist dasselbe := f (oi), so dass wenn /t co sehr klein ist, z nahezu denselben 
Wertb haben wird für alle Punkte der über MNM'N' liegenden Oberfläche.. 
Setzt man also z=-f(ia) + k, so istk eine Grösse die mit ^ cd verschwindet, 
and wenn man k sofort weglässt, so hat man nnr das weggelassen , was 
schliesslich doch wegfallen würde (§. 75 , VI). Setzen wir also z = f (u) 
Torans, so ist der Inhalt de? fraglichen Körperstücks 

ab 2ab 

Lässt man nun m alle Werthe annehmen, die diese Grösse annehmen kann, 
indem man durch die (anendlich kleinen) Unterschiede Ja fortgebt, so er- 
hält man eine Reihe solcher Körperstücke , deren Summe dem lohalte des 
ganzen Körpers gleich seyn wird. (D. b. letzterer ist der Gränzwerth, dem 
sich die Snmme der Grössen von der Form "'■''' — '-j(o+ ö b •^'°' 
nähert.) Da aber hiehei die Grössen 2-^^ö>*eineSQmme = zJw /—-Sa» 
geben, also wegen des unendlich kleinen ^ra diese Summe Null ist, seist 
der fragliche Körperitahalt nothwendig =: -^ liüf(<a)da>, wo man nun noch 
die Gränzen des bestimmten Integrals zu ermitteln hat. Der unterste Werth 
von (■) ist Null, da dann die fragliche Parallele durch den Anfangspunkt geht. 
Sodann kann' man die Parallelen ziehen bis M, S, und die obigen Formeln 
' gelten ungestört. Was diese letzte Parallele anbelangt, so ist filr sie "OM, 
die Ordinate desjenigen Punktes, in dem die Kurve M, N^ die Ordinatenaxe 
trifft, sie ist also = y(0), und demnach der entsprechende Werth von m: 

b^iCO), so dass also der überOSM, stehende K8rpertheil = --r /ojf(<»)o<B. 



.Goo^^lc 



336 '^" InMgrkl/ Gl / ({«14^17)9; wird durch georoetrischs 

Nqd hat man noch die KSrpertheile zu berechnen , die zwischen den Parallelen 
SMi , PR, so wie zwischen PR und N, Q liegen. Was die ersteren anbe- 
langt, BO sind es Stficke, die -ganz zn dem Körper gehören , während bei den 
zweiten nnr ein Theil zum Körper zn rechnen ist. Denken wir nns non 
zwischen M, S und FR eine weitere Parallele gezogen, deren Gleichnng 
a:=ax + by sey, so wird dieselbe die Knrve M, N, in einem Punkte 
treffen, den man ans den Gleichangen 

RX + by = »., 7 = »i(i) 
erb&lt, ans denen folgt ax + b<ip(x)=: w, welche Gleichung, da wir nar 
einen Darchschnittspnnkt annehmen, anch nnr einen Werth von x ßir jedes 
<» geben darf, das zwischen h9i(0) und a,a liegt, welch letzterer Werth PR 
znkommt. Folgt nnn hieraus z = ^ (w) , so wird man also für die Koordi- 



Daten des Darchschnittspnnkts mit M, N, haben : i = ^ (<o), j = 

so dass die Länge jener Parallelen, da der Dnrchschnittspnnkt mit OR durch 

z =: — gegeben ist, seyn wird : 



^[^„„.,]V[i^i^']=±b=^ÄV 



WO , da hier immer w — a i/> (ta) > , das obere Zeichen zn wählen ist. Die 
Länge der vom Anfangspunkt auf diese Parallele gezogenen Senkrechten ist 

■ , 80 dass, wenn ai um da> zunimmt, diese letzte um — — ~ — 
V»'+b' Va' + b' 

znnehmen wird, mithin das Fläcbenstückcben zwischen unendlich nahen sol- 
d..r P.r.lleleD tech '— ""'^"/''^ _^_ [.-.,.M] J . ^^^^^^ 
seyn wird. Daraus folgt dass der über SM^ PR stehende Körper gleich 

Bv(<B)lf(<B)ea. 






In derselben Weise ist der über RPN, Q stehende [da fftr PB:iui=aa,. 
fQr N( Q,:m = aa-\-bqi(a), indem die Koordinaten von N, sind: a und 
9 («)] gleich 

— all (*)][{«) 8». 






Davon ist nun zn subtrahiren das über RN^ Q stehende Stück, das in ganz 
ähnlicher Weise wie das über OSM, stehende berechnet wird. Ist nämlich 
az + by=i» die Gleichung einer zwischen PR und N^ Q liegenden Parallelen, , 
BO tri^ sie RQ im Punkte x= — , RN, inx = a, y — "^'' , so dass das 
Dreieck zwischen diesen beiden Punkten und R = " ° ist, und also, 
wenn a um das unendlich kleine ^ a> zunimmt, selbst zunimmt nun — —^a, 
so dass also der fragliche Körper = 
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1 /^"+bv(a) 

Äy.'-"'"")- 

ist. Daraus qdd endlich: 

= -y^«fWe»+-^y^ffo,)8»--i-y ^Mtwe«, (a) 

wo 1p (») der (einzige) Werth von x ist, der ans ax + b(p(x) = 01 folgt, in 
so ferne venigsteuB 10 zwiachen b ^ (0) nitd a a + b 9 (a) liegt. 

Istgo (x) konstant— /9(>0), sofoigtausax+btp {x)=<a:x = ^^~-^ = 
tf;(<»), also ist 

/a pe j /^n /to+biS 1 /Ha+bfi 

^exy^t(ai+b7)ey=^y^a,(He» + -y^fWB«-^y U-bÄf(«)e«. (fl) 

Kann a^ ß^=<xi seyn, so ist hierans (bei positivem a und b) 

yllx /f(aH-by)8y = ~y^o>f(»)8». (d> 

Setzt man z. B. f (») = <b— ' e"" , so ist 

//"^.(..+b,)-..- »»..,=±/V..-«=.=ffl. 

n. Es sey eben so das Integral 

/a pr (m) 

^Biy^t(ai' + br')8r, 

wo a, a, b positiv seyn sollen, vorgelegt. 
Setzt man aacb hier 

. = f(ftl* + by^, (6') 

SO Stellt (e) abermals den Inhalt eines Kör- . 
pers vor, der über der Fläche OACB (F. 66) f 
stehend, von der Fläche (e') begränzt ist, 
wenn y = g; (x) die Gleichung der Kurve HC, 
und OA = a ist. Setzt man nun ax' + by' 
= u, so ist z = f (a>), also z konstant, wenn 
w es ist; ist diess aber der Fall, so drfickt 



4-by* = 



(0 
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einen elliptischen Zylinder aus, der aaf der Ebene der xy senkrecht steht. 
Die üalbaxen der Graudfläche, die nach OA und OB gerichtet sind, haben 

y — , V-^ zur Länge. Seyen nan MP, M'P' zwei Ellipsen, die zwei auf 
einander folgenden Werthen (m, m + ^w) in (f) entsprechen, so wird die 
Fläche MOP ~ -j- -^ (§. 46) seyn, so dass die zwischen MP nnd M'P' lie- 
gende Fläche = — -^ ist; für alle Pnnkte der über MPP'M' liegenden Ober- 
fläche (e') ist z = f(Qi) als Konstant anzusehen, so daas das über diesem 

Streifen liegende Körperstück = — -7=^ f (w) ist. (Für den Fall, den die 

* Vab 
Fignr angibt, gehört allerdings dieses ganze Stück nicht znm Körper, viel- 
mehr ist das über NPP'N' stehende Kdrperstück davon abzurechnen.) Was 
die durch C gehende EllipBe anbelangt, so mnss, um das ihr entsprechende «u 
zu finden, in (f)x = et, y ^ ^ («) gesetzt werden , so dass für sie 0) = a«' 
4- bg){ay ist, mithin ist der über CEF stehende K6rper = 






Davon sind nun abzurechnen die überBCP nnd ACE stehenden Stücke, um 
diese berechnen zu können, müssen wir im Stande seyn, die Fläche' des 
Stücks NPP'N' zu erhalten; kennen wir aber BNP als Funktion von 0», so 
iBtNPP'N'=-^?^Joi, dajawennBNP=F(«)): BN'P'=F(M + -iw), 
also (für unendlich kleine Jco) NN'P'P = F (w + ^«.) — F («>) = 

- — - — -j^ —Jm=-^dto, so dass es sich bloss um die Besttmmang 

von BNP handelt. Nun erhält man die Koordinaten des Punktes N aus den 
Gleichungen 

aus welch letzterer Gleichung x=i/»(m) als einziger Werth folge; alsdann 
ist der Inhalt der Fläche BNP nach §. 45 



vW]8 



VOD welcher Grösse der Differentialqnotient oach i» (§. 85, 1) ist 



■=£i?s-i*=»(-»V|^i + [V^==7^'- 



wo aber, d« aif(«i)' + by [)//(»)]'= »>, also 9,[t(/{«)] = y?= 
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das letzte Glied wegfällt. DemgmnäsB ist endlich das Über ECE stehende 
Kdrperstück , indem fär die durch B gehende Ellipse oj = b ip (0) ' : 

Was nun weiter das über ACE stehende Körperstück anbelangt, s« 
deaken «ir ans einen elliptischen Bogen GH, dessen Gleichung die (f) sey; 

die Absrissen von A nod G sind: « and y — , so dass die Fläche 

SO dass das ttber AEC stehende Körperstück, für das zaerst m =-&a^ (für 
die durch A gehende Ellipse), gleich 

nnd also 

Hierin ist »//(o)) der ans ax* + b9!(x)^ = o> folgende einzigeWertb 
von i. rßr5p(x) = j3, d.h. konstant, ist i/» («) ^ 1/ ^ — ^, also 

e y 4V^by 2Vab^ bl»" V « ' ^ ' 

FDr a = /! — cc, wenn diess znlässig, folgt hieraus (§. 79, m. 3) 



/y f(»x' + by*)6i8y=— ^ylwe«, (g') 

Setzt man etwa wieder f («) = e>'~* e~ ", bo ist 

F&rn = I folgt bierans 



nod wenn b = a 

( 



<y:--)'=n-/:--=iÄ*' 



Diese beidoD Beispiele indgen hinreichen, am den Gleist dieser Methode 
der Redaktion vielfacher Integrale klar zn machen. (Vergl. §. 169, II.) 

§.171. 

Du Integral /// f (a'i* + b'r" + o'i* + oi + iJy + y» + *) Bi Öy 8«. 
I. In dem dreifachen Integrale 

yyy f(i' +7' + .') 8xBy8i 
'wollen wir setzen (§. 83, II) 

SO ist in §. 79, Y u dnrch r, v dnrcb ^, w durch ^ zn ersetzen. Die dor- 
tigen Gleichaogen (k'), (k,) sind (x' + y*)«i»'^ = z* co«'t/J, xein^^ 
j eoag) nnd geben: die erste für z^Oanch^^=0, f&rz^<30dagegeni^:=Ä> 
' die zweite f&r y=0 anch 91=0, für 7=00 aber 9) = -^; endlich folgt aas x 
— Tcos^eoatfi, dass für z = nnd oD , aach r =^ and oc sey. Die dortige 
Grösse M ist T*cosrp (§.83), so* dass also 

yyyt(x' + y>-l-i')Bi8yBz=y^r'ery^ 8,^ c<«Vf(08t. 

d. h. (wenn man die Integrationen nach 91 and yi vollzieht) : 

yyy^f(i' + y' + z')8ieyB. = |-y"r'f(r')8T. (b) 

Sind a, b, c positiv nnd man setzt ax, by, cz für x, y, z, so ergibt dch 
hierane 



000^^10 



y/yjT»*»'-i-b»j'+c'i'+<«i+i»r + yr + a)eiey8i. 34J 
velche Gleichong, iadem maD r' = <u setzt, auch Ist: 

/»OD /*« /•« _ /»» 

Daraus folgt leicht 

yyy f(a'i' + b*r'+c'i')BiBr8z = ^ /^"WV-S-, 
auf welches Integral sich das allgemeiDere 

/// f (ft*i*-+-b'y' + e'i' + Ol + |»y + yi + «) 816781 

rediiziren Iftest. Setzt man Dämlich hier x^x' — y-ii ?"?'" Y"^' 
z = z'-— — ^, so wird 

EO dass wenn 

/7Yl(."^"i-... + »)dily««=/y7't(.'«' + b'j" + o'.' + ()»i8ja. 
so dasB also 

-'-i[(f)-(f)-G)']- ' 

n. Dm Integral 



/*/** «m|i8y 8» 

yy [»'b'iwi'ip + a'c'nB'ipcta'ii. + b'c'co»*»«»»'*]'' 

le wie in g. 16S, IT, «0 itt du laleg 

/' /** g<M»8y8y 



worin n eine gftnze potUiTe Zilil iit 

Setzt man a', fl* dasselbe wie in g. 16S, IT, eo itt dai lateg»! 
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u iJt (g. 85); 

nnd da B, =-— — rt (o erhUt man hiorans, indem mu n^l, 2, ... lelit: 
Z aß 

^■-g- tU"^'^^'J'^^--2- 2:4 L^-^;;^-^^ 

in duf. Alidann kon 



■o dua man Ba alt bekannt uiaehen darf. Alidann kommt die Ermitdung dei beitimmten 
Inlegiali aaf die Betcimmnng von 



§. 172. 

Die BlUpUsehen Koordinaten (Ton Lami). 

I. Auiser recbtwinkli^n Kaordinaten hsben wir seither nur Folorkooidinaten 
eingeführt; in den Anwendungen der hohem UalJiematik. auf Fhjsik sind jedoch 
häufig andere Koordinaten gjateme nothwendig, Ton denen wir hier eines als Beispiel 
betrachten wollen. 

Wir wollen annehmen, dasB man an die Stelle rechtwinkliger Koordinaten z, 
7, £ die Qrilssen X, fi, t einführe, welche mit jenen zusammenhängen mitteUt der drei 
Gleichnngen: 



-i = l, - 
c' 1 



t>) 



woc>a>0, A>c, o>;(>a, v < a vorausgesetzt werde, so dasa also X von 
o bis CC, ^Ton a bis c, r tou bis a gehen kOnne. Die Grössen X^ ji r nennt 
Lam^, der solche Koordinatensysteme zuerst untersuchte, elliptische Koordinaten, 
indem die Gleichungen (a) ein dreiaxiges Ellipsoid, ein einfütdieriges und ein zwei- 
fächeriges HTperholoid Torstellen. 



»'-(!*-»•) = M'-(K'-a')=.'+(a'-.'), l*-(l'-c^=,.'^-(o•-f.•) = r•+(o'-•^ 

Ä'_,.„(i._„.,=,^»_a. + (c'-,.*) = -(a'-«') + {c'--'). 
M haben die drei Flächen (a), deren Mittelpunkt der Koordiuaten-AnfbDgjit, und 
deren Hanptaxen in die Kichtung der Koordinatenazen fallen, auch gleiche Bmui- 
punkte, sind also hemofocal. 
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Für A^o reduzirt sich die erste Fläche (deren Haibasen A, VA' — a', V A*— c' 
sind) auf die Ebene der x j; für ;i ;= a wird die zweite zur Ebene der x z, för »^0 
die dritte zur Ebene der j z. Von da aus breitet sich das erste EUipsoid mit wach- 
sendem A unbegränzt aus , bis es fQr X ^ 90 Aioh unendlich gross geworden ist. 
Keines dieser EUipsoide schneidet einet der Torhergehenden , sondern Jedes nene 
umhüllt dieselben. * 

L&Bst man n gehen von a an, wo die zweite Fläche (a) zur Ebene der zz ge- 
worden bis zu ^ ^ c, wo sie sich in die der xy verwandelt, so durchlaufen die so 
erhaltenen Hyperboloide ebenfalls den ganzen Baum, ohne dass zwei sich schneiden ; 
eben so verhält os sich mit den aus der dritten Gleichung (a) herrorgehenden 
Flächen, wenn v tob bis a geht. 

Daraus ergibt sich, dass es für jeden Punkt des Raumes je drei der Flächen (a) 
gibt, die durch ihn gehen, d. h. dass zu bestimmten z, 7, z je bestimmte X, fi, * 
gehören, die in der oben angegebenen Weise liegen. 

Es ISsBt sich diess auoh leicht nnmittelbat enreisen. Sind i , f , z die rechtwinkligeo 
Kooidinaten einei Raumpanktes, so geben die Gleichungen (a) einen Weich ron X' ivischen 
c* und oo, einen von p* iiriEchen a* und c*, und einen too >* Ewischen und a*. Denn 
die drei Gleichungen (a) haben die Form 



e(e-ft')(p-c')-i'(e-a')(e-o')-)-V(c-«')-i'e(e -»')=*>. 

on welcher Gleichung la erweisen ist, daisa ihre drw Wnizeln reell sind und zwisclieu und &', 
.' nnd c', c' and oc liegen. FQr ^ ^= ist aber die erste Seit» ^= — a* c'i', also negatir; 

ir p^a'; j'a*(c' — a'), also positiv; für p:^ c'; — i'c'{o' — a'). also negativ; fflr 
< =T <Xj endlich positiv. Daraus folgt die Behauptung, and man sieht, dass man füi jede* t', 
', E* in (a) die Grossen il*, /x', v' einireithig in den angegebenen Grenzen bestimmen kann. 

U. Setzt manF(ß) = e(e — a') (p — 0'), f (e) = (e — i') (ß — ^'Xp — »'), 
i8tF(e) — f(e) vom zweiten Grade in Bezug auf (., so dass (§.30): 



* Sollten die beiden zu X and X' gehörigen EUipsoide sich sctineiden , so müsste zugleich 

seyn, wonuu durch Subtraktion: 

welche Qlüchang, da A'' — X' mgbt Null ist, unmöglich ist, indem nicht i, r, ■ Null 
■ejn kOnucD. 

Eben so folgt ans der zweiten nnd dritten : 

'^••-'■•'ljF.^ o..-.w-- .-)^F=i:?F^=°' 

woraus dieselben Folgerungeii gezogen werden. 
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FW-f(p> _ F(:0)-f(0) 1 FCa-j-tC*') I F(c')-f(c') ' I 

F(p) F(0) e "^ F'{a') p-a' F'(c'> p-e" 

welche GleioliuDg, d&F(ü) = 0, F(a^) = 0, F(c') = 0, auch heiut 

F(e)-K(i) ^ fW'l Ka*) 1 f(e') 1 

F(p) F'(0)e F-(a')e-s' F'{c')c-c' 

und gilt, was auch immer Q sey. Setst man nun nach einander q^X'', fi', v' und 
beachtet, dass dann immer f((i) ^ , so ist 

f{a') 1 ffc') 1 f(0) 1 f(»') 1 

r(0) i' F'{a') l'-a" P'(c') X'-e'' F'(0) (*• F'(a')^'— »' 

f(c') 1 f(0) 1 f(»') 1 f(c') 1 

F'(o'),.'-c'' F'(0).' F'|a').'-a* F'(e'}r'-c'* 

aus welchen drei Qleichungeu ganz unmittelbar folgt, dass den Gleichungen (a) 
genügt wird, i 



1=-; 




welche Gleichungen in Wahrheit acht Systeme von Weithen Ton x, y, z enthalten. 
Sind z, y, z nur positir, so muss man überall die obern Zeichen nehmen. Aus 
(b) folgt sofort, dass jede einzelne der in (a) enthaltenen Flächen alle Flächen der 
beiden andern Systeme schneidet. Zugleich sind die (b) die Gleichnngen, welche 
ZOT Umformung dienen werden. 

III. Aas den (a) ergibt sich dnrch Subtraktion : 

jL^ i! + ^ = 0. 

iV^a'-a'>{M'-a')^a'-c')(M'-c') 

^!_+ y' ' + =0 



(p»_a>)(»._a^-(^._c.)(v' 



= 0, 



welche ßleicbuDgen Bussagen, dass jede dei durch (i) gegebeuen unzählig vielen FlScheu 
alle Flscben dar zvei andern Systeme lechtwinUig dnrcbschneidet. 

Dnich jeden Raumpunkc geht je eine der Flachen der drei Systeme, die iil dei bestiDun- 
ten l, II, V gehören (Nr. I), diese drei Flächen scbneiden sieb also rechtwinklig. Nennen 
«irSi.S, ,S, diebetreffenden drei FlllcheD , so schneideii aicb S,. S, in einer Knne 0, ; 
Si, Sj iu einer Oji S,, S, endlicb in einer Kurve 0,. Die Kurve n, steht in dem Durch- 
schnittspuukt senkrecht auf S] , 0, aaf Sj , a, auf S, , so dass dieie Karren ein System 
rechtwinkliger Elemente bilden. 

Denkt man sich nan drei andere Flächen (a) gezogen, die xa l + ^i, ti-\- Ait, p+J* 
gehSren, wo AX, Jn, Av uneudUeb klein gedacht sind, so Verden diese aaf den Kurren «i, 
Ol, o, unendlich kleine Elemente abEcbneideu, welche ein rechtwinkliges Farallelepiped 
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eiuschlissisn kSnnan. Das Element ^a^ irird eifaaltan, wenn mia stis (b) die zwei Paukte 
ermittelt, die 1 and J. + ^1 EngehOren, während ft, v ungelndert bleiben. Also ist 






ebeo El 

Demnach i»t diu KarperelemenC =? 

(j'-f.-) q'--^') (w'-O -^ii ^1" ^^ 



J0, Ja, J», 



[d'-a") (/.'-»*) (a'-.') a'-e'J (c'-*.') (c'- **)? 
wie sich dieis aach unmittelbar heraoBstelleii wird. (Tergl. „Aohatig" unter n, XIT.) 

IT. Man wird aus obigen Dntersuchungen scbliessen, das« wenn in dem be- 
stimmten Integrale 1 I lY dx6y 6z die Grenzen Ton x, j, z so gewählt sind, dass 
diese Veränderlichen nur positiv sind, ron an geheo und Koordinaten tou Baum- 
pnukten sind, die innerbalb des ^lipsoids 



e' e'— a' e'— c' 

Uegen, * man il von c bis ^ , ft von a bis e , * von bis a müsse gehen Ussen , so 
dass jenes Integral = 

f„r„f i g'-"'""'-''!^'-'-"- , (., 

J. J. ./•[(l.-,')t'-a')(.'-.')«'-c")(.'-,") (e"-.')l" 

sejn wild, wo in V die^x, ;, z noch (b) zu ersetzen, hiebei aber nni die obem 

Zeicben zn wälilen sind. 



Das Integral 

'O'-y') (!■■-.■) (>■-.■) 8 



/'.. r.. f'^ 



(d) 



■ [(i'-a") O.'-a') (a'-O (l'-e*) (c'-;»') (o*— =)]• 
wo k'>k, m'>m, n'>n, k^c, m^a, m' ^ c, ii> 0, n' ^a, ist .da- 
gegen gleich dem Integrale ///ySxBySz, wenn diess über einen Baum mit 
drei positiven Koordinaten erstreckt ist, der eingeschlossen ist: Ton den £wei 
Ellipsoiden-^+^j£^+^j^j^=I nnd |^+ ^-iII j ;j + k"— c' ~ ^ ' Ton den zwei 

Hyperboloiden —,-1 — i^— iH — r — -, = 1 und ~i+ -tt — i+-:r — J=l; endlich 
m m — a m' — o m m — a m — o ~ 

von den zwei Hjperboloiden —,-i — , , -) — j • t ^ 1 , -n+ .; , + -,, , =: 1. 

Da förn;=0, n'^a; m=:a, m'^c diesä BegränzangshTperboIoide in die 
Ebenen der yz und xz, xz und xy, so siebt man leicht, does wenn in (d): m^a. 



* Die fraglichen Ranmpunkte liegen in dem Oktanten des Ellipsaids, der von den pod- 
tiven Aien der x, y, i gebildet wird. 
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.in' = c, = 0, n' = a, aladasn dieses Integral gleich // /V8x ByBz ist, letz- 
terei entleckt Qber alle Punkte zwischen den Torhin genaant«n zwei EUipsoiden, 
in so ferne diesd in dem positiren Oktanten liegen. 

V. So wilre aho dei achte Theil iet Kubikinhalts des Ellipsoids in lY; 

r,y r.„ r »•-■■•"'■-'■"'■-•>'■ . 

D» dieser achte Tbeil ftuob gleich ^pVe' — a' V(^' — o* ist (§. 84, 1), Ho hat 
man also 

y , (/'S"— ')(c'— ') y . V(|.'-.5<.'-|.1 J .V<.f- •■) (>' - .■) 
Diele Gleiehung liesee sich leicht aus 

ableiten, wenn roao beachtet, das« in §. 79, VI jetzt 

[(!'-»■> (p'-a") {»'-»') (A'-c') (c'-p'J (c'-.')]4 
gefunden wifd, und man dann nach §. 168, 111 ver&hren würde. 

VI. Will man den achten Theil der Oherfl&che des dreiaxiges Ellipsoids 

r e — » e'— c 

herechnen (§. 169, I), so hat man A als Funktion ron^, r anzusehen, gegeben durch 
die Gleichung welche man erh&lt, wenn man hier die Werthe von z, j, z aus (b) 
einsetzt. Daraus ergibt sich 

AV,' (A'-a')(>.'-a') (>■-»') d'-o'Xc'-^') fe'-*') _ 
a'c'p''^ »■{c'~a*Kp'-a') "^ cMc'-«') (e'-c") -'■ 

d.h. 

lV'»'(c'-a')(p'-»'){e*-o'> + (l'-a')C«*-a')(a'-»')':W-o'> 

+ (l'-c')(c'-^')tc'-»')»»e'(e»~a=) = a'c'(<:'-Oe'(e'-a') (?*-«=>■ 

SeUt man auf der ersten Seite l*^^^ so gebt sie in die zweite "Seite über, so 

dass wenn mau Ton der ersten Seite den dadurch erhalteuen Werth subtrahirt, die 

zweite Seit« Null wird. Dies« gibt: 

(l'-e')M'»'(«''-»')(e'-»')(f*-e'> + (il'-p')&<'-a') (»•-«'•) e'e'(c'-o') 

-f-(i'-p^{c'-f.')(c'-.»)»'e'(e*-a')=0. 
welcher Gleichung duroh A^^ genflgtwird. Demnach ist il als Konstante ==$ 
anzusehen, was sich sofort erwarten Hess. Jetzt ist <g. 69, 1) 

. GoQc^le 



Folgertmg aas dieser Fonnel. 



v:^^-'' ,V(«'-o (•'-••> 


''' ■.. ' V^=I- ■ 


— *> .v:^-?»"- .*'*'- 


e") («' — »'> 


■""■'., ' V 


,._,• 



Vfe' -.')(!.■-.•) 



8i_ez8i Bsdy 8£_e»Bx Bi8y_ 



B. > , y(,._,., („._.■) 

B! • VT^T-Vl«'-'") (c'-d')' 

Vb.^'^Vbi-' "(.'(»•-.•) (.■-!.■) («•-»■)' 

Ro dasa der liragliche Fläobeninhalt (§§. 80, 79) gleich 

J > J -eVT^^'^ (c'-»') {«'-'•) .•cl^?=7iVf (.■—■) (ff'-.' 

Deituiaoh(§. 169, I): 

y « V(c'-.')(a'-T^ y . V^(c' - *.') (("'-"') * 

, +^^^— [«*E(».e) + (e'-«')r(o.,«)], 
wo 



T. Daraus «ich 



4e f f' e 
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LäMt maa bier p unondlieh wuluen, so wird die erste Seite zu 
r - Sr n Cu'-»')Bm 

y,v{c'-«*)(»'-*')y.V(c*-t. ■)(».'-&•)■ 

Woa die zweite Seite betrifft, so wird ihr erste« Glied zu -7- ; 7" y ^ 1 

zut~; a> wird zu 0, also — £((u,e) jedenfalls zu 0, UDd ebenso — F(o>,e);sad&ss 

bloss Doch ^ F (a>, e) zu untersuchen ist (§. 23, I). Setzt man {i'=- — , so ist z ^ 
zu setzen, und es ist 

^ Vl-»'s' " 

Demnach (§. 22, V): 

8« 6V Vi— « n" V Vi— b'»«'''»"' y (1— e'CTfi'»)» 

1 B /^ enn'B 8e„ 

vi-e'.«'<.vi-«'«' y.(i-B'»Ä.',)' ^' 

Für z = ist «0 ^ , so doss diese GrOsse =: c ist. Demoach wird die zweite 
Seite obiger Qleiohung zu -^- + ^0= -^, und es ist (§. 159, VU) 

y.V(c'-.')(a'-.')y.v{<''-p'H»'*-»') 2 ■ . ' 
; ^^ §■ 173. 

DuLUsgTkl fif ({ft,i + b,y + o,i, a,x+h,y + o,i, «,i + b,y + c, s) Bi By 8z. 
Folgemi^n darans. 
I. Om das Integral 



/// 



f(m + b,y-i-Bii, a,i + b,y + c,i, a, i + b,y + c, z> 81 By 8t (a> 



umzufonuen, flUaeu wir (§. 79) drei ^eue Teräodeiliohe u, v, w ein, die mit z, y, i 
zusammenhängen durch die Gleichungen 

a.i + b,y+c,i = u,a,i + b,y+c,i = T,ft,i + b,y + c,i = w, 
woraus folge 

_ AiB + B.T + C,» _ A,n + B,T-t-C,'g _ A,n + B,r+C,w 



o dass die Grßsse H u §. 79, T sejn wird; 

Ai (B. C, — B, C . ) + B, (A, C, — A, C.) + C, (A. B, — A, B,) 



W) 
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ümfomiDDg dlMM Intagnü«. 

Der ZShler dieser GrOsie ist ^D', so das« dieselbe selbst ^-jt ist. * 

Die QleicbuDgeD zur BestimmuDg der Gräosen siod (§. 79, V)i 
fOr»; B,i + b,y + c,B = w; föTT: (a, c, — »,c,)H-(b,ei— b, e,)y = e,T 
für n : D I = Äi n + Bi T + C, *. 
Ist also Cf'^O , so sind die Gr&nzeii Ton w; — CC nod + CC, 

.. . <!»<')> ,. - - - „ w: + oO , — OOi 
,', — ^>0 t:— CC , -1-00, 

A(=bj< 
A. 

- - , <0> --'- - „T:-f-aO„— tao. 



Immerhin sind die Oranzen der neuen Yeräaderiiehen beide uoendlicb, and mtta 
sieht dass sich folgende Tafel bilden läast: 

Qrlniea tdü a, *, v. 

D>0— ao-l-oo I D>0— 00 4 

A,>0— oe-t-oo A,>0+»- 

^>0-<»-t-» i c,<0-(-0D- 

D <;OM-ao — oo I D <0-hao - 

A,>0— oe-h« A,>0-|-»- 

e,>0— 00 +06 I c,<0+oo - 

HienHu ergibt sieb sofort dass das Integral (a) gleich ist 



D>0+«-.o 
A,<0+üO-<» 
.,>0-«.+oO 


D>0+<» 
4,<0-«, 
t.<0+» 


D <0-«H-<» 
i.<0+»-«, 
e,>0-üO+oo 


D <0-oe 
i,<0-a, 
.,<0+oo 



• Eiiit 

A, =b,c, — b,e,, B, = b,c. — b,c,, C, =b, c, — b, c, ; 
A, = «,c, — a,c,, B, = a,«, — «,«,, C, = »,c, — »,«,; 
A, = a,b, — «.b,, B, =a,bj— >L,b,, C, =», b, — »,b,; 
D ^a,b, c, — aibjO, + «,b, c, — a» b, Cj + a, b, o, — B,b, c,. 
B,C,-B,C,=(»,b,-«,b,)c,' + (»,h,-a,b,)c.o, + {»,b, — a,h.)c.c,i 
A, C, — A, C, = (a, b, — ft, b,) c, ' + («, b, — «, b,) c, c, + (■, b, — s, b,) «, o, '; 
A,B,— A,B, = (^b, — »jb,)c,'+(»,b, — ft.b,)<!,c, + (i,b,--a,b,)i!,c,. 
A, (B, C, — B, C,) + B, (A, Cr — A, C,) + C, (A, B, — A. B,) = {», b, — ^ b,)'c,' 
-(-(8,l^-»,b,)'c,'+(«,b,-a,b,)'e,'+2(a,b,-ft,b,){a,b.-»,b,)t,c, 
+ 2(a,b,-a,b,)(..b.-a,b,)c,e. + 2(a,b.-t.b,)(»ib,-a,b.)c,e. 
= [(a.bj-«,b,)<!, + {s,b.-*ib,)c.+(».b,-a,b.)i:,]'=D'. 
womit der Satz erwjewQ ist. (Ans eiuim allgemeineni SUze wird denelbe geMgeain «An- 
baiig' noter «, ZU.) 

Goo'^ic 



FolgNB^eH. 



^Wf'-- 



wo du «Iwre ZeiohsDgilt, w«DnD>0, du aiit«r« wenn D<0. Ist also k der 
abiolotc Werth von D, d. h. Ton 

a, (W c, — b, c) + b, {», c, - a, c.) + c, (a, b, - a, b,). 

yVy f(a,x + l.,y + e.., 8,j+b,y + c,i, a,H-b,r + e,i)ej8y8i 
= Yyyy"f(i.T.«)e-B78.. (d) 

n. SetieD wir in (d) : 

wobei wir die % , . . , o, logleicb ß>l^nd«n Bedingung;«!) unterwerfbn: 

a,* + a,* + »,' = a', b,' + b,»H-b,' — jJ*. c,' + c,' + c,* = 7' 
a,b, +a,b, +a,b, = 0, a, c, + a,e, +»,c, =0, b, c, +b,o, + bjC, =0, (e) 

die, wie man ans der analjtüehen Qeotnetrie weias, immer mOglicfa sind, so wird 
die Formel (d) ; 

Aas den (e) folget 



c,b,~c,b, " ^ c,b, — «.b, ^' 

[{e,b, — o,bj)' + (c,b, — o,b.)' + (b,e,^b,o,)'Ia,' = (e,b,— o,b,)'a»i 

».'t(bi' + b,' + b,^(c' + c,' + c,*)-{b.o, + b.e.+b,o,)'J = <.*(e»b,-e,b,)'; 

«,'(»',»= a'(c,b,-o,b,)='. 

D = a, (b, c, — b, c) + », {b, c, — e, b,> + a,(b, 0, — b, c.) 

»■(c.t.-c,b ,)'^ a'(e.b.-c.b,) ^^aVr^^^^^^ 



c,b,-c.b, 
ilasak = a/!/. 
ni. Setzt man a^=ß:=f::z\ ^ so ist 

DiqnzeciOyGoOt^lc 
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=^}/'-+'-+-"' (rS=4^) " " "• 

Jetit ist aber auch a}^ + b]^ + o,'=l, so dasi etwa 

it 9 e 

Führt msn Qberdieia die Veränderlictten t, 91, ^ ($. 83, IQ ein, so ist x'+j'+c*=r' 
QDd also 

S 

= /8r /^e'v I «-'F{iinf)r*eo$l-S>f. 

Da 

y7r.e-.8, = 2, y;B% = 2«. 
so ist also 

y."" y_|'"^i — Ki.'+k."+k.') — )'■' 

— 2«/ F(f«n^)eo»i)r B^. 
Setst man eodlioh 



F(D) = f{DVk.' + k.' + k3*). 
■0 nat man : 

/ S V / f(kjeo(veotip+ k, nnyeof if + k, Mni(i)Mi<|>8i(i 

= 2«y fV^. '+ k, '+ k, ' tin *) CO» V S f. (0 

IV. Wir wollen in I seteen: 

-*. = "»=b,=b, = c,=e, =0, 
so dass 

yyyf(4,i,b,r, c,r)8iBj8. = -l-yyyfCx,T,s)eiBy8i, 

eine Formel, in der k gleich dem absoluten Werthe Ton a, bj e^ , und die sieh auch 
unmittelbar ableiten lässt. 



352 WeHtre F«Igeni|geit. 
Setet man hier , 

so ist 

so AtAS wenn wieder die Pola^oordioaten eingefOlirt werden ; 

f^j f*tq, /'e~-'[»-'"'*«'"w*'*'+'^'''"'»'"»"P +«■'»*.•■»'] X 

p/' '=»""'P "^r'<;o«*8* 

Vy [a Cj ' rin' >(■ + b (ft, '«MV «0»' (H-hj ' rin'v eo«' V')]-' 

=^rt.rt, /'"V.'».->fC ..*■'->> 

Da ab« 

/"'■-•'•'=*• 

so iit diese Gleiehnng aucb : 

rt„ r^ ■?!» '■ . X 

J J _ « e«"n* [ft'wtV eo»'i(i + b'«n'* «<n'* + o'»t»'ip] 

'( =^^^^ r)«' 

M«« nn'V + i*>' COM* 9 <o»'* + |Jb' lin'v eoi'vV-' 

=T/_äS'' G[..i.-r+>.^-^] )''>' ■-'=••''•'•• « 

FürF(ii)^uf(«i), a = b, a = j3 = 1 endlioh ; 

[jiqn.saF-vGoO'^lc 



Walter« FoIgenrngsD. 



= ?? /'t(i»V)eo>V8». k'=ft*c', 
k y _« 

d. b. 

/7- — "^—i'i — °'^' ■ v^' 

wo a und o positiT gedacht sind. Fär «m«f) = s wird diese Qleiahnng ra 

T" r' r ^^>";;h A«- 

•'-'t."-(."-«")»"r L[iL'-(.'-»")i"pJ •"/-! 

Setet man oben bloM a^^, n = b; 

/■ ■ üi» tr ?i!»» ^^„ 

d. h. wenn f (u) = F (u ^ ) : 

/*• «£«♦ p/' J^M: \g 

woraus [wenn wieder F(ii) =ur(n)]: 

r-' — ^ ,r ™» ^)., 

= ^y w.^f^^'^e», o>o. (k) 

b( etwa f (n) = I , so hat man 

*'-?(.'«»>+.',A.»* a'cy_|: »■<. 

Dlaarar. DinmIUl- m. IflMfnl-lt«lmv- U- 1- AnQ- 28 
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T. Satit min in der Formel ((}'f' = ~^ — V <"i^ ^*^* *'fti>° uiifi' d*n AeMnt T*g, m 
ergibt lieh 

/ 8» / ttk,eo»»)»"* + ki*wi»i»i"* + ka«''»i(r]«inip8i(r 
= 2« /^f[Vki' + ki'+k.'w»if.]«w»8if.. 
BMrt mic velter It, =M»a «mjS, k, =(in(innfl, k, = cota, m b^^: 
/ d» / ((Bötoeofifi + rinalÄmieof (» — )»)) «mV0* = 2«/ f (bm v) "« f 8 * 

Alio w«iiD •tw>t(o) = {l + o'— 2cn)~»: 

rf, /•• fiüiiJ!^ 

Ja Ja [l + e' — 2e[«<«a mxv + *>"'<'*" V«"* f» — ?)]] 

= 2«/ ;. 

y-,(H-c'-2ei)> 
Aber 

/■*' ii =-Lr ^ ^ .- ] 

y-,(H.c'-.2ci)^ ''LV^l + a'-2c VT+o' + 2cJ 

bHinBC< l, ge i.t Vl+c'-2c=l-ci fürc>l «her V'l+e'— 2c=c-l. wlh- 
rend V l+o'+2 c=^H~c »eEnc>— 1, dAgegan — (1+c) wenn ©<;— 1. DemoBoh iit 
die iweit« Seite gleieh — ( — — 1 ^ , , »eim c> — 1 tud <!, d. h. ^10 

= - - - , ■ , weiine<— 1. Ouaiu folgt: 



f.'" r, — 



-^, wann c<— 1. 



§, 174. 
AnridiDng eiDM drei&iigen EDipioidB knf einen Pnnkt. 

Bei der Bereehoang vielfacher lotegrale deren Grr&nzaD veränderlich 
sind, kann man sich die Untersuchniig oftmals dbrch Einftthrung eines Fak~ 
tors erleichtern, der nor innerhalb gewisser Gr&nse» einen Werth bat. 
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jenseits derselben Nnll ist. Wir wollen das Verfahren bei Gelegenbeit der 
feigenden Aufgabe erläutern, bei der es sich nm die Anziehang eines EOrpers, 
der von einer dreiaxigen EUipsoidfläche amscblossen ist (§. 84, I), auf einen 
Punkt handelt 

T. Es stelle H (Fig. 67) ein kerperlicliei Element des , l'^ff. ff7. 

Ellipsoids Tor , welaheg letztere wir aus Schichten uns be- 
stehend denken, die jeweils jede fiiT sich dieselbe Dichte haben, 
so dass wenn d diele Dicbtc (=: Masse in der Einheit des 
KQrperinlwIts) ist, dieselbe als eine Funktion der Grosse 

— i+-riH — -j erscheint,* wo a, b, o die drei Halboxea des 

Ellipsoids, X, y, x die Koordinaten Ton M sind , so wird der ^X 

Inhalt des Elements ;=ö ^n /Ij/ii seyn, wenn^x, dj, dt 

die unendlich kleinen Zunahmen von x, y, z bedeuten. Sey ft die Hasse des ftn^- 

EOgenen Punkts Ä, r die Eutfemuiig AM, so wird die Wirkung Ton H auf Ä durch 

P - — — ^j ansgedrSckt aejn, *• wo Q ein konstanter Koeffizient ist. Sind a, ß, y 

die Koordinaten Ton Ä, so ist r' = (« — i)'-:f-{ß — y)* + (/ — z)'; ferner sind die 
Cosinus der Winkel, welche die Linie r mit den Kooidinatenazen macht, gleich 

— - — , . .undessindalBodieSeitenkräfteder Anziehung von Hg4genA, 

zeiiegt nach den Koordinatenaxeu ; 

f/li6(a — x)Ji.^j/ll qfti Ai Ay Ax (ß — y) (fiS (y — t) AjAjAz 

welche Kräfte in A angreifen und wo diejenigen als positiv angesehen werden, 
welche die Koordinaten von A zu verkleinern streben. Bildet man so die Seitenkr&fte 
aller der Anziehungen der Elemente des Ellipsoids auf A , und addirt die nach der- 
selben Richtung gehenden, so sieht man leicht, dass die Integrale 

„fß-^i^iM!»ili, „ßff'<i'-y\l-"^, ,^/f/"^-'\',""", fc), 

anegedehnt auf alle positiven und negativen Werthe von x, j, £, fiir welche 

die Seitenkräfte der gesammten Anziehung des dreiaxigen Ellipsoids, dessen Ober- 
fläche zur Gleichung hat — +^H — i = 1 , auf den materiellen Punkt A ans- 
drSoken. Setzt man 



• DiaQIeichnng — i + ^-f — j=^ p* (('<;^ 1) stellt Ellipsoide vor, die dem gegebenen 

ähnlich lind, glslchen Mittelptmkt and gleiche Aienrichtang haben. !□ ieder Flftche , velche 
dnrch d<Bae Gleichung gegeben iet, veno q' vod bis 1 geht, ist die Dichte in tülen Punkten 
der Fliehe (£e ganz innerhalb des EHipinids f&r>'= 1 liegt) dieselbe, =t(</') 
** NatOrilch hier das gewBbnliehe Anziehnngsgesetz angenommen. 
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366 Aadsltmig avm dnUxlgw EUipwldi nt «iam PuAt. 

SO ist 

|,_yyy,_»^ y^^.ffp^^i ....... 

Pr-f/f^'^''' 

■o daas di« (c) auch sind ; 

8F BP BF 

and man also bloss die GrOise F in der Formel (6) als Fnnktion Ton a, ß, y eu be< 
stimmen bat, um sofort die QrOssen (c) zu erhalten, Hit dieser BestimmiiD^ wollen 
wir ans nun beschäftigen. 

n. Wir wollen, indem wir 

- = |-!+^+f!. 3=f(-) 
■etxen, ans erinnern (§. 149) dass die Grosse 

■^ yTo. (« d) e n ^f (t) AM {n t) 8 T 

gleich f((D) ist, wenn o) zwischen und 1, dagegen ist, wenn m über 1 ist; * 
alsdann ergibt sich sofort, dass 

gesetzt werden kOnne, indem, in so ferne m nicht zwischen nnd 1 ist, der znge- 
fDgte Faktor TOIsohwindet, also bloss diejenigen Elemente bleiben, für welche 

0J<1. 

GenUUs g. 163 {n') ist aber ^ 

welche Oresie Obrigens, wie natfirlioh, reell ist. Setzt man noch az, hj , es ßr 
X, j, K, so ist 

_i«j ^„ „ 

wor* = (a — ax)* + (j3 — br)' + (j. — cz)*, 0( = x' + y» + z'. 



* Ffir B^ I ist tie allsTdlngs not { f (a), allein da «>= 1 nnr dner nnendlieh dDnnwi 
SeUflhte Jm EllipuidB an der ObeiUohe deaulbsa mgehOrt, so können wir Illglieh die- 
selbe Veglusen. 



AuMiw^ eioM dreiKt^ui Ellipioii(i Mif eiiMB Pnokt. 3&7 

Dft diese QnDaae reell i*t, so folg^ hieraus immittelbaT , daas F der reelle Tli«l 






We«{iiT)BT. (f) 

Hr. Hier wollen wir oud zuerst die lategrationen nach x, y, z rolUiehen, 
d. li. das Integral 

b««(iiiuneo. Es ist aber 

+ (=» + /)' + /')». 
/"/*/",<'•• + •■)' ei8j BE = e<"'+'''+l'')'" /"etÖ-'W--)»'-!««»«]! Bj 

n'a'ff' ^'a'y' y'c'y' 3 ,^ 
, («*+j?'-(-r')»ii^ j ■■ a'^+n b'gi+n e'»i+n 4 

= ^ ,^';* " ,^,- ,^- [8- 168 (n")] 

V(a'». + n) V^'^ + n V^v + a 

VäV+n Vl»'»+n VoV+n V" *"'■'' l" V+n e'9+aj 

Setzt man hiernach — filr qi, so ist 
r.=-8e» »b«/ 8n / ^^^ Z-^ / f(T)<.o#{BT)&T 

=2.?'.b.//" ^';;j;l°,'^.= A<,)...(..)»., 

»^ »^ n nV«M-»> V'' +1^ Vo H-y"' 



a' + » b' + » e' + »I ' 
Nun ist * ^«ws-H-itfta-ä-^i, o'"' = i)M(tu) + i«Mt(tu); demnach 



■/_■/ j nV*'+» Vb'+» V" +*•' • 
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3&8 ADEiehmiB einsi <Uei«zigMi EUipioid« «Dt riMn'PiiBkt. 

Daraus tblgt : 

-U:=4.bo.7?' ;!llL->'/j!L- /",w»<..)6,. 

IV. Aber es ist 

= 0. . t>l. \ 

80 dMB wir nun zwei FAUe unterscheiden müHeu. 

1. Der kogszogcns Punkt Uegt Lnnerbalb des Eilipsoida. 
In diesem Falle ist 

-^'+p + — !<!• »lsot<l, 
und es ist 

-?Z = 4.boa « r ^'^>^'' 

ö" 2 y , (>.H.,) y^.^,^ Yb^+i yPT^' 

Sind also P, Q, R die Seitenkräfte der Gesanuntanziehong des Ellipsoid?, so 
bat man: 

P = 2.b.t„.. /" '""^ 

J (a'+v) Va'+» Vb'+» Vc'+y 
, /•" IM», 

y o,(b'+y) V^b'+y V*'+<fi Vo'+y" 



y.,(b'+,)yb 

B = 2.b.„., /" '""' 



lYi'-i 



2. Der aegezogebe Punkt liegt ansteihalb des Mipsoida. 
Alsdana ist 

und es wird Werthe Ton (p geben , für die t > 1 , und solche, fUr dia t < 1 . Be- 
stinUDt man den einzjgen positiven Werth von m aus der Gleichung 

so ist t > 1 von q)^=.0 bis ij) ^ m ; dagegen t < 1 Ton <fi=m bis $ = CO. Han 

hat also 

8F r- /•" 4aboa<!o*(tn)Bn /•' 

"»7^ = 1 *» / -.r-. ., ,r ■■■■-- / f{T)ftM<UT>8T ■ 
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-und da das erste Integral Null ist, so ist 

*= y. (»'+») V»'+» l^b=+». V^M^' 

Sud also P', Q', B' die Seitenkjätte der Anziehung, so ist 

f(t)B» , 



'"i:^. 



P'= 2 ab G p ft 

B'=2«bop|i«7 ' '-^ 



+9) Vt'-\ 



'+V) Vb'+i.V'-'+vVe'+v' 



■'/: 



(<!*+♦) Vc--+T Vft*+»' VibH-». 



wo t dieselbe Bedeutung liat wie oben, und das positive m aus (h) b 

Setzt man in (g') ip-hm Tür if, und macht a' + m ^^ », ', b*+m;=bi ', c'+m^o, ', 



/. Ca. 



. I*' I y' 



Daraus folgt nun. leicht, das» man die QrOssen ?', Q', R' aas (g) finden kann, 
nenn man in den Formeln (g) nur a, , b, , c^ flkr a, b, c setst. Sind die so aus (g) 
erhaltenen GrösBen ^ P^ , Qi , R^ , so ist 

P. Qt E. ». bt 0, 
Da Übrigens die Reohnung nach den Formeln (g) und (g') ziemlich gleich leicht 
iil, so kum man diesen Satz auch entbehren, * 



* Seren a, ß, y die Koordinaten dee angezogenen Pnnktes aueierhalb des Ellipioidi; 
^ , b, , c, die drei Halbuen einei iveiten ElUpsoids , so Uogt {a, ß,y) auf demselben. Hau 
nehme non anf dem anftoglicbeD Ellipioid einen Pnnkl (a', ß', f) aa, so dau also 



and bestinme ttberdien a' ff", y' so dus 



wu.nach den eben gegebenen Gleichungen mCglich iet. Alsdann ist die Aniiebnag nach der 
Aie der X des iweiten (das nnpiOnglicbe gani onischlleHMnden) Ellipioids von den Halbaien 
1,, b,, c, anf den Punkt a', fC, j': 

P,= 2»ib,ctj*(«a' /* ■ .L' '-,"L-^^_ ". ■ =:-—.= ! 

Jo {a,' + y)Va.'+») VV+9 Vci'+*' 

die des nrsprüngliahen auf (a, ß, y) aber P', nnd 
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V. FQr den Fall eine« homogfeaeu EUipaoids ist 8 koDftMili, d. h. f (t) =^ 6 eine 
KonBtant«. Alidano kommeD die Formeln (g) und (g') auf elliptische Funktionen 
zurfick DDd gehören za §. 155, IV, Nr. 1. Ea lusen «ioh Jedoch diese Formeln als- 
dann noob unter etwas anderer Form schreiben. Setit man nSinlich q^ =^ a x — a , 
wenn a > b > o, so sind in (g) die Gränzen Ton x nun 1 und oO und wenn zur Ab- 
kOrzung ; — ^1*, ; — = il'' gesetzt wird, so ist 

2«bcgfi«ft« /"° fl' _ 2abcp(t«fl iä /"" 8 1 

2abepiu«y /•°° 8i 

Setzt man noch z ^ — , so wird 

P=i /■' -' '■■ — , <i=k. r ^" ■ 

y.Vi-i"u'Vi-i-.' /.(i-i-«')i(i_i'V)! 

«='"/" ^' i- 

k = — — ^.''* — , k^=k'«, k"«=k7. 

Setzt man hier endlieh il' u=2, so sind die Oränzen tod z:0 und k' und es 
■ 1' a' — b' 
ist, wenn man ttj = , _^ i ^ ^ setzt: 

p=i f-' ■•'" o=i /"' ■'.»■ - 

'■'/• V(i--')0 -•■■■) " J< (i-.'.'jKo-.-)»-.".') 

„=ii;/-'' ■■" (., 

*V. (i-.-)V(i-.')(i->'>') 

VI. Cm diese Integrale auf elliptische znrüokzufShren , sey z:=s»i9) undn'na) 
= J' = y ^^^'. so ist (§. 164):- 



Hietin besteht iTOiy'i Tbeoiem. Um also die SeitenkiSfbe du AnddiDnc mweiMi 
EUiptoida anf deo Punkt (o, ^, }>) IQ ermitteln, lege man durch lettteni ein Ellipsoid, das 
mit dem gegebenen Reichs Aienriohtung und Reiche Bcennpnnkte habe (s,* — o,*=:a* — e', 
a,' — bi' = a' — b*){ man nehme aof dem onprUogUchen EUiüsoid sodann einen Punkt 
(«', |9', /). Eodaai 

a^ a g^_h_ ;/^_c_ 

a~"a,' p~\' 7"c,' 
n EUipsolds auf diesen , imd wenn P, , Q, , B^ die so vt- 
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dKngel. 

^ / • (1-.'».'»)' < ^ VI-""" 

k" /'■' »m'e Bot k" , . , r— 



wo also 

k k' k" 4abcpfmfl ,^ a' — b' ,_ , ^a'— o' 

— -y-y- ^1 '«-Vs.-c.' -»w"-V— ^i— . 
VII. Für deu besondern Fftll, dassa = b, iste^O, F (at, e) = £ (w, e) = <u, 

alM werden -.. — ^- ^ ean— " a "*) ^""ö"' " »"«M«n "iMli 

§. 22 behandelt werden, wornach sich als Wertb dieser Grossen findet: {(m — 
MNWnwiu), i(a> + Ainatc<w{i>), sodass jetzt 



Ist endlich a ^ b ^ o , so hat mao eine Kugel yom Halbmesser a. Alsdann ist' 
in den letzten Fonnelo at = U, A'^0 und man findet nach §.22: 

S'^ S S, a ^ T 3 

VIU. WiU man nun eben so die Werthe Ton P', Q', R' der Formeln (g') bei 
r(t) ^ S finden, so wird man nach (I) verfohren. Man erh&lt so: 

P' = j^.lF(-.e>-E(<.,e)]. Q' = -^j-j^l_^ [£(«,«) -(l -e')r(«.e) 



Vl-e'"n'»' AHl-e") 

h h' h" 4abceitt«fl , a' — b' 



k' + m . b' + m 



l'''' = 7i7r-nrfo"Vi-'"<*''--E(».')l »■) 



IX. Aus den Fonuelo (m) lässt sieb sehr leicht ein interessantes Resultat ziehen. 
Denken wir uns nämlich eine ellipsoidiache Schichte, begränzt von zwei ähnlichen 
Fllipsoiden , deren Balbazen s, b, o and n a, n b, n o sejen, and sey der angezogene 
Punkt innerhalb des hohlen Raums der Schichte, so wird man die auf ihn ausge- 



* Hier bedeoten: a, b, c die drei Hslbaieit des andehendeit Elllploidi; a, ß, y die 
Koordinaten de> angezogenen Ponktes , Teno Jene Halbazen Koordinatetuuen ilnd; 3 die 
Masse der RaumeinbBit des EllipBoidt: m die Hasse des aogezagensn Funkte«; ( einen kou- 
■tanleu Koeffizienten. 
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Qbte Wirkung finden , wenn man (n ^ I Torausg^tetst) in (m) an die Stelle ron a, 
b, « aettt na, nb, na, und Ton den »o erbaltenen Werthen die (m) abEiebt. Da 
■ich aber durob die genannte Vertauaohuiig in (m) Nichts ändert, so erhält man also 
all Wirkung, d. fa. eine laiche Schichte wirkt auf einen in ihrer Höhlung liegenden 
Punkt gar nicht, oder genauergeaprooben, die einzelnen Anziehungen heben sich 
gegenseitig auf. 

Anders rerh&lt sich natärbch die Sache bei den Formeln (k')- Uan siebt aber 
hieraus leieht, wie man die Ansiehnng einer Sohiehte auf einen Paukt berechnen 
kann, wenn dieselbe nur von ellipsoidiscben Flächen begränEt ist. 

X. Wir wollen hier noch einer weitem Folgerung ans den Formeln (1) gedenken. 
Sind wie^c a, b, c die Hauptaien des EUipsoids; A, B, C die eine« andern, dessen 
Hauptschnitte mit ersterem gleiche' Brennpunkte haben, so dass also (A^B]>C): 
A' — B' = »* — b', B' — C' = b' — c'; sej ferner der Punkt (o, ^, }>) ausserhalb 
beider Ellipsoide. Hau bestimme nun M aus der Gleichung 

°' ^' / 

A'+M B'+M C'+ 
ferner seyen Pt , Q,, R, die Werthe von F, Q, B in (g), wenn'man Af. Bi, C, Tür 
a, b, e setzt; F", Q", R" die Seiteiikräfte der Anziehung des Ellipsoids mit den 
Axen A. B, C, so ist 

P" _V_R"_ ABC P''P._Q"<t,_R"K,_ ABC >. b. c, 

P,~Q,~E,~' A,a,C, '' P- P,^ Q'<l.~B'B,""»bc Ä,BiC, ' 

A,'=A' + M, B,'=B' + M = A'-)-M — (a' — b*). C,' = C' + M=^ A' + M — (»'— o«); 

= 1. 



idsetM A' + M = A,*, B' + M = B,', C'-hM = C,' 



a'-h«! a'-l-»— (»•— b«) a'+m-(a'— c") 

-' + t + rl =1, 

A'+M A'+M— (»'—b') A'+M — (a'-c*) 
woraus sofort folgt, dass a' + m = A' + M, d. h. a,^^:Ai', und dann b,'^B(*, 
c,* = C,', mithinPi=Pi, Q,=Q,. Ei=B,, und folglich 
P"_Q"_B"_ABC 
P' Q' R'~ abc'" 
Demnach rerhalten sich die Seitenkräfte der Änziehuiigen beider (homofocalen) 
Ellipsoide auf denselben äussern Punkt wie ihre Kärporinhalte. Daraus folgt sofort, 
dass die Geaammtanziehungen sieb eben so verhalten und gleich gerichtet sind. — 
Hierin bestebt der berühmte Lehrsatz von Mac Laurin über die Ansiehnngen zweier 
homogener Ellipsoide, welche gleicben Mittelpunkt und gleiche Brennpunkte haben. 
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Anhang. 

üebungen und Zusfttsie enthaltend. 

X 

Zar Theorie noendlicbet Belbeo. 

I. Id g. 57 nannten wir eine unendliohc Eteihe konTergent , wenn sie einä be- 
stimmte endliche Summe hat, nnd erklärten diess dahin, dasB man sich dieser Summe 
desto mehr nähern mflgse, je-mehr man Glieder dei Reihe zusammMi nehme. In 
§. 60 , IV (oebBt §. 164, Ilt und Y) gaben via eia Kennaeiohen ä!n , wornach sinh 
enteobeiden lägst, ob die unendlich» Reihe 

n.4-q,+ii, + (a) 

«ine endliche Summe hat. Es bestand darin, da»» der Quotient-^^ f9i sehr glouo 
n unter 1 seji! müsse, d. h. data Gr '^^<1. Daraus ergabsiob, da» dann (a) 
immer eine endliehe Summe habe. 

Daas aber, wenn (a) überhaupt eine endlich^ Summe hat, man sich denelben 
nähern müue, wenn man mehr und mehr GUeder zusammen mmmt, i«t selbst- 
rerständlich. 

Dass weiter eine nnendliehe Reihe, deren Glieder nicht alle positiv sind, sicher 
eine endliche Summe hat, wenn ihre positiv genommenen Glieder eine konvergente 
Reihe bilden, ergibt sich aiis §.60, IV ganz unmittelbar, während aus §. 164, T 
hervorgeht, dass selbst dann, wenn die positiv genomoienen Glieder keine endliche 
Summe geben, die Reihe mit wechselnden Z^idien eine konvergente se^n kann. * 

Del Fall, da Or -^ > 1, wurde in §.60, IV nicht besonders betrachtet. Ala- 



* Die SUie tAer die Konvergenz unendlicher Reihen finden sich leratient in %. GS, m, 
IT; S-B4;§.G7;3.60,lTi %.ä2,S«Uii.lU—ii8ii.lSi,m,Y. Sehlm dei A 
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dMin iit aber die Reihe end^tig eine steigende und es kann tod EonveTgenz keine 
Rede melir »eyn ; sie Ist diveigentl 

Ist eadlioh Gr — ^- ^^ 1 , so lässt sich nicht so kunweg entBcheideo, ob die 

Reihe konrergent oder dirergent tej. lUn mius sich daon in aodeier W«i«e zu 
helfen suchen, wozu oft folgender Sats dient: 

Ist fttr grosse n immer n ( — 1 ) > 1 , so ist die Reihe (a) konvergent. 

Denn es ist fOr hinl&nglieh grosse m: 

«('-^-0>.. .. •>!, ü«.-!=^>H-!^. !=±i<-?- . 
, vOb+i y- njK.|.i m Ob B+m 

Demnach 

n,+i m n..+t m + 1 n„.f.| in + 2 
«■ ^a + ro' oia+i'^a + ro + l ' n.+i'^a + m + S 



., m(m+l) n->. ^ m(m + 1) (m + 2) 



(a+in)(a + » + !)' n. ^(s+ni)(a+m+l><a+m+2)'" 
Es ist aber identisch 



■■(m + r) 



(»+lj(a- 

^ _»_ r 1.2 (m + i) 1.2 (m + t+i) l 

~a— 1 U(a+1). ..(» + ■»■-•-' — l) *<a+l)-..,---t» + ™ + ')J' ' 

woraus, indem man r^O, 1,2 ,n setzt and addirt: 

1.2....m 1.2...(pi + l) 1.2....<m + n) 

(a + I)...(a + m)"^(a+l)...(a + n>+l)'^ (a+1) (a + m + n). 

__ a. r l.a m 1.2....(ni + n+l) l 

~a— 1 U(»+l)...{» + ni— 1) »(a + l)...(a + ni + n)J' 

Nun ut a>l, ■*»«'> ,<, + i) .. .(, + „.^_„) - ,(,+ ii ... („ + nl^a) J"''"- 
fUIs <C 1 , was auch immer n sey, mitbin auch noch flir n = QO, so dass die zweite 
Seite vorstehender Gleichung immer eine endliche QrOsse ist. In derselben 
Lage ist fiilglioh aucb die erste Seite, selbst tttr n = gO. Dividirt man die erste 

(8- 



Seite mit 



ft+l)....(8 + m-l)' 




"1»" 




m(m+I) 




»(m + l)(. + 2) 




m ■ (. + «)(. + . + !) ■ 


a + n.)(a + m + l)(a + n. 


+ 2)* 


-5^ 


+ 1) 


..(m+D) 




... 


(. + m + a)' 




= Od ist hiernach die Summe der unendUchen Reihe 




m (m + 1) 




«(o. + t)(« + 2) 





(» + m)(a + m + l> (a + m){a + m + l)(a + m4-2) 
eine endliche GrOBse, worana dann folgt, dass auch ^ 
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Diffiareiuiräag einet nnendllohen B«ilM. 



in derselben Lag« ist. Da u, + Uj + . . . rf- u__i immer endlich ist, so hot'also die 
BeQie (a) eine endliehe Samme, d. h. ist konrergeDt. 

Dabei haben -wir im ßioDde alle Glieder als positiv angesehen. Da diess aber 
der ungünstigste Fall ist, so bleibt der Sats immerhin eraieien. (g. 60, IV). 

Dass nntür n ^ oC yerschwiaden muss, ergibt sich sofort, wenn man bedenkt, 
dasa eine Reihe, in der die Glieder, welche weit genug Tom Anbng abst^en, nicht 
nnbegränzt abnehmen, nicht konvergent sejn kann. 

II. Ist die unendliche Reihe 

1^+1^+^+ « 

in der n, , Uj , . . . als Funktionen tob x angesehen sind, koBTergent Ton x ^ a bis 
x^b, und ist innerhalb dieser Gr&nten z ihre Summe, so ist (§.57,11) tätx 
cwisoben a und b: 



-/:•' 



wo C der Werth der Reihe erster Seite fOr x = a ist, .der als endlich und bestimmt 
aBgenommen wird, so wie auch z als stetig Toiausgesetzt wird. (§. 41 , D). 

Gezeichnet man also / zGx + C durch j, so ist (natürlich innerhalb der- 
selben Gr&nzen fOr x) ; 

n, + n,+n, + = y, (bO 

St 
WO nnn t— =:i, d.h. 

^h+..+..+ •)=fe+S+S+ <") 

St 
(Vergl. §. 92, Note.) Da ö~ endlich and stetig ist, so ist 7 eine stetige Funk- 
tion Ton x (§. 10). 

Daraus fblgt der Satz : 

Die Reibe (b') ist eine stetige Funktion Ton x, so lange die Reihe (b) eine 
endliche Summe hat. 

Eine (stetige) Funktion, deren Differentialquotient endlich ist, kann ihren 
Werth nicht plötzlich ändern, oder springen (§. 143, IV), da sonst der Differentiol- 
qnotient notbwendig unstetig seyn müsste, wie sich dless ans der ersten Erklärung 
desselben ergibt. — Daraus folgt weiter, dosH die Summe der Reihe (b') so 
lange dieselbe Funktion Ton x se7B mass, als die Reihe (b) kon- 
vergirt (und ihre Samme eine stetige Grosse ist). 

Die Beihe in §. 146, Nr. 3 wird durch Differenzimng gehen: 

8y_4^P ■ f? ?ij-J. ■ ^"^ 3ai 1 . 6a* 6<rx , 

' und es wird die zweite Seite unstetig seya fllr x ^= a , c — a (und auch fllr 

.=0, .). ■ 
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366 Weiterer Sab Aber die KaUTorgeDc nitendllolieT BeUien. 

ni. Sey die Reihe . 

f(i) + f(2)+r(3) + - (d) 

Torgelegt, eo wird sie koDTergriren. wenn tod eioem gebOrig giosseo m an 

f(in) + f(m + l) + ({m + 2) + (s) 

eine endliolie Sänne likt, dirergiren im entgegeugeieliten Falle. Dftbei «etEen wir 
iD (e) alle Glieder positEr Toraoa, und natürlich abnehmend. 

bt f(x} eine stetige (und abDehmende) Funktion von z, lo ist naoh §.39, II: 
^^i)8x = (b-a)f[a+e{b-»)I, • 
nndwennb>B, also f(b)<f(a): 

y^f (j) B I >(b - a) f (b) and < (b - 8) f (»). 
Danui folgt: 

yj<->*-<r(n.) ■yjif>«'<f(n.+i) 

woraus (§.42, II); 

/*7mh.>'<™+'^ + '<" + 2> + 

y J'''"<f(n.) + f{m + l) + 

Ist also /_ f(i) 8 X endlich, so ist es auch f(m + 1) + f(m + 2) + . . . ., d.h. 

die Reihe (d) koDTergirt; ist / f(x)8x unendlich, so ist es buch f (m) + f{m-+-l) 
+ . . . , d.h. die (d) dirergirt. 

Dabei erianern wir, daas bei Reihen mit nur pesitiTen Gliedern bloss eine be- 
stimmte endliche Summe, oder gar keine, Torhaoden ist. (§. GO, IV.) 

1 /■ 11 

Für f(x) = — ist /f(xjBx = r:^ — j. Für *= OC ist dies« Null, wenn 

a^I, dagegen cC, wenna<^l. Daraas folgt, dasa die Reihe 



konvergent ist fBr a> Ij • divergent filr a<l. Für ft=l ist /f(i) Bx = ?{*)> 
abermalB gO für x = 90-, so dass die Reihe auch für a = 1 divergirt. (§. 1 64, V.) 

Für f{x)=-^ iSt/-^Bx = {ti(s)l',+aOfMrx=:oD; demnach ist die Reihe 



* Hieraus lAsst aish noch ein weiterer Satz fllr die Sonvergenx' to\geTn. Ist nSmlieb 
CDn'"^", wo a^O, fUi ein lehr grosBei n kliiuer als die bestinunte endli die Zahl A, u> ist 
die Reibe Ui , n, , . . konreTgent. 

Denn dann nn<^ - ^^^ , wo a eine positiT« endliche Zahl, alio bei gehSrig greisem m: 
d. b. endlich, da t+a>l. 

1: :,-,, i.Gooi^lc 



DntBranchoDg der Reiho fOr (I + i)"". 

W^'<2) «3) 



eine direr^Dle. Das Produkt y2 V'3 V"* -.-. ist also unendlich, da die Torher- 
gehende Reihe sein LDgarithmus ist. 



IV. Nach §. 54, 1 ist 



□ lange x^ <[ 1- Der Differentialquotient dieser Reihe ist 
__^ m(„-l) ,_^ .(„-l)(m-a .^ 



- „p.,g:rl,-H (-;)(— ^ ■■, .]. „ 

Diese Gritsse igt stetig , so lange die eingeklammeTte Reihe es ist. Da diese 
Reihe aber aus (t) herrorgeht, wenn man m duridi m — 1 efsetzt, so ist sie jeden- 
falls stetig , wenn x' < 1, so dass nur noch die Fälle x = + l «n unter- 
michen sind. 

I) Für», = +1 hatjnan statt«): [§.55,1]: 

o . . m . ni.(m-l) , , m(ni-l). ...(m-D + l) 

■^ 1 "*" l.a -*-•■--*- 1.2...n 

»(m— l)-..(ni — n) (1 + 6)- 
1.2. ...(n + 1) (1+e)"*'- 

Verschwindet mit unendlichem n hier . t-j , so wird, da j .. - " -5r„— , 

jedenfalls endlich ist, auch das Ergänzungsglied verschwinden. 
Setzt man aber in III 

t(.) = i(^) = ((i-*)-iW. 
sollt 

yf(i)ei = (x-a)[I(i-a)-ll-i[iW^t] = (i-a)l(^)-a({x) + a. 
Für X = cß ist 

(x - ») I r^Y^) = - a [§. 23, I and §. 22, IV]; • 

* Setzt man i ^ — , so iiC 
wo nnn z = in setzen ist. Demnanh (g. 22, 1) : 

(Qr 1^0; dieis iat abu dann =: — a, 

DiqnzeaOyGoO'^lt^ 
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demnach iit . 



yjl(^)8>=^.-aJ(«)-<r-»)/(!— ?) + »!(■■)-». 

T > a [darait l ( J reell sey], ist diese Grosse := — 00 für a>0. 



also, wean nur 

Daraus Folgt, daM fBr a > und r > a : 



•Q^>-Q'^> 



- Null fllr s ^ qO , indem die eben ange- 



gebene Reihe der Logarithmns dieses Produkts ist. Setzt man a:=m + l, - 
also m -t- 1 ^ sejn mnss, so ist 



, Seist man hier i^n — r+l, so mnss n = cc seyn für s ^ oO, und es ist 



t 'r+l ■ 






n+1 


— UI 


ih.-!- '" + *"' 


D-r 


m 


-(r + l) 






+ 1 




r + 2 




mithin auch, wenn man mit — 


{m- 

1 


1) 
.2 


...m — 


r-2) 
I 


■»{■n-D (« 


— b) 


= 


^mta = 


30nii<l 


1.8 n + 





Also gilt die Formel (Onooh, wenQX = + l undm + l>0. 
2) Für T = — 1 wird die Reihe in (f) m 

m . tn(n.-l) m<.i.- 1) (m-g) . 
'-T+^ 1.2.S ~ + ^ 

welehe für gehörig weit Tom Anfang entfernte Glieder nur selche mit demselben 
Zeiobenhat. Ist aber r gross genug, damit r — m positiv Sey, soistdie(g): 
■n(m-l)..(m-r-f-l) ,. , r-m _ (r-m) (r-m+ 1) . 
(r+l) (r+2) 






Die eingeklammerte Reihe hat wie in I (S. 364 unten) einen endlichen Werth wenn 
(r+l)--(r — m)>l, d.h. wenn m + i>l, m>0. Demnach ist (g) kon- 
vergent filr m>0; ob aber ihre Somme = (1 +i)", d.h. hier = 0, bleibt noch 
zn erweisen. (Siehe den Zusatz am Schlüsse des Anhangs.) 

Da hiernach die (f) noch eine bestimmte Summe bat Rtr m ]> und x ^ — 1, 
fllr alle x bis zu — 1 aber die Summe ^ (1 + x)" ist und die Reihe (0 als nach 
Foteazen von x fortschreitend nicht plötzlich springt, so dürft« man sie sofort fDr 
X^ — I (m^O) noch gelten lassen, doch lässt sich diess fllrmlich erweiMB. 
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DnBgleichen för » = — 1 und m>0. I(l+i) fOr i=l. 369 

Ist nämlich m >■ {und x ^ — 1) so ist wie gezeigt , die (f) noch koDTergenl, 
hat also eine bestimmte Surame, von der wir zeigen kSnnen dass sie ^=0 ist. Setzt 
mao sie = a , so ist also (wenn in > 0) : 

m m(m-l) m(in- 1) (ni-2) _ • 

1 1.2 1.2.3 ~" 

und nach (f) wenn x = 1 : 

m n.(m-l) m (o. - 1) (m -^ 2) _ 

1 1.2 1.2.3 *"• 

woraus durch Addition: 

.(m-l) ■.(■,-l)(m-2)(.-3) _j,_,. 1 

'^ 1.2 * 1.2.3. 4 ^ -^ +2'"- 

'Ab«r da m — 1> — 1, so ist aueh nach 1) 

. , «-I , (»-l)(«-2) , (»-l)(i.-2)(m-a) . _ 

"^ 1 ■* 1.2 * 1.2.5 ^ -^ ■ 

woraus durch Subtraktion ; 

I 1 °-> , r "(— ') (m-l)(a-2) -| (m-l)(.^8)(o,-3) 

1 L 1.2 1.2 J 1.2:3 

r ui(ui-l)(u|-2)(m-3) (ui-l)Cni-2)(ui-3)(ni-t) -l _ a_ 

L 1.2.8.4 1.2.3.4 J 2' 
d. h. . 

n-l a-l (m-l)(ui-2)(ui-8) (m-l)(„-2)(ji-3) _. 

II 1.2.3 1.2.3 Y 

o=f..=o. 

Demnach gilt die (f) täi x = — 1, wenn m>0, 
V. Nach §. 55, VI ist 

Fflrx'<l Terschwindet das Ergääsungsglied, wie bereits gezeigt; für x^ — 1 
brancht man keine Untersuchung, da alsdann die eute Seite unendlich wird; für 

X =: I iit das Ergänziingaglied gleich , .. .^ „.,^., , das für n ^ CO immerlun 
versohwindet. Demnach gilt die Formel 

((l+i) = i— |- + y- Mri'<l und 1 = 1. (S. 164, V>. 

VL In §. 67, VI ergab sich 

<ire(fff = ii) = -Y — ^ + ~ — ,fllri'<l; 

SD dsM noch x^±l zu untersuchen ist. 

Für X = — I hat die Reihe aber bloss das entgegengesetzte Zeichen, wie f3t 
x = + I. Wir haben also nur den Fallx^l zu untersuchen, in welchem die 
Reihe allerdings kooTergent ist (§. 164, V). Aber es ist (§. 55, I): 
Dlaifai, DinranUü-B.lnMtt^'Raehagnt.Il. 3. AK. 
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Ndu iit 

(I^<'— ■■*" /'(TT¥??</>- *• = -"■ '^ <2^ ■ 

FOr n ^ CIO wird dieM aber m Null, also auch / . ^ ■ t ; Bi, so daai die 
' Gleiehna^ 

^('^=')=r-T'*'T- 

gilt Kr i' < 1 , und X ^ + 1 . 

Vn. Eben ao fanden wir (§. 57, V): 

"•''^=-> = f+-ä-T+sr!f+ '•-■<'• 

SO dosB Doch X ^ + 1 EU untersuchen bleibt, 
Für K := 4- 1 ist in I 
fl /' O" A fl. /^2n + 2 2n+3 ,X „ 6n' + 5ii S 

also die Reihe kouTeTgent. Dasselbe gilt für x — — 1, indem sie bloss dos Zeiohen 
wechselt. 

Fall imaginAter Vetlnderlichen. 
Vm. Wir wollen un» die Frage stellen, ob die Gleichung (§. 54, I) 

»+-)-='+T'+=T:i^-'- '■<■ « 

auch noch gilt, wenn a imaginär := r (coi qi +i »inip)^rB^'{§.5i,Yi §>9,I). Als- 
dann wird die Reihe, da (cos ^ + itinip)°=:eoaDip-t-t sinn ip (§.4) wenn n positiT 
und ganz, zu 

Diese beiden Reihen sind konvergent für r'< 1 ,* unter welcher Bedingung 
1+ Y''"' 1~2 '' + ■■■ «» 'St. Setzen wir nun die Summe der Reihe (b) gleich 



* Ist die Reihe d, + d, + n, + . . . unter gewiuen Badingncgen kouTergenC , ao iil die 
Reihe bt n, + b, a, + b, u, + . . . . , wenn die sOmmtlioliea b die Einheit niobt Obenteigen, 
nntet denielben Bedingungen konrergent. Dabei denken vir uns n^, U), . . . slmmüidi 
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ImagiDftre Verlnderlicbe. 371 

y i-t-jrB,-i- ^2 '■ ^ e, ™« -f- 1 fe ^- 

(S- 92, i, 3 Note) = m e*" [l +^^ re''' + ^"~" ^""^ r'e'»' + ....] . 

da 



= l+mr.»t+ °'^^^'' r'e'^'+...ta.6) = y, 

(,+„»ij|l = ^e'ly. i.^ = _E£:^, i(y) = „,(i+.e^:') + C».9l)." 
6r y 8r j^.,^»-! 

Pürr=0 wt»bery = l, also C = l nad y= (l + re»'')". Demnaoli gilt 
(») noch wenn a=re''i, r=< 1. 
IX. Die Reihe 

i(i+.) = .-i-.- + i...- w 

gilt fQia'^ 1. Setzt man a = re^', so entsteht die Doppelreihe 

reo»». — — r'eo»2»i-l-.,, + i(r*inv ^r'»in2»' + .. ..) , 

die fOr r' <i 1 konrergirt. Setzt man ihre Summe ^ y , so ist 

ys».*! ^r'a""+ , ■ — = e'''(l— re*' + r'a"'' — . 1 = - 



8r = f(l + re^V 



Dafiirr=:0 auch y = 0, BoistC = 0, und folglich gilt (o), wenn a = Te*', 
■'<1. Dabei ist iCl+Te»*) eindeutig (§. 9, IV, da sonst nicht i(l) = 0) und. 



(H-2reo»». + r')' (H-2r oo.» +0' 

und 41 swischen ^.in und 4- iir. Es folgt daraus 

— Hl+Zt<i0*fi + t') = ieotf ——t'eot29+—i*eot39~-.-, 



372 Du LegMidra'Mlie Thtorem fBr dt« GtenunafnnktiDDeti. 

Die Reihe in §.54, III gilt fUr x ^ qii sofort, da sie e^^=-eogq>+aintf 
liefert. 

DaM man die fibrigen Reihen in ähnlicher Weite behandeln kann , ist leiobt 
ersichtlich. 

». 

Du Legendre'icbe Theorem lOr die QamtiiafiuikUoQei). 

GemfUs§. 162, VI ist 

1.2.3...(n — l)n- 

^f-^)~^^^^+ l) ^^ + 2)...^x + u-l)' 
ao dass alao nach einander . - 

1.2...(n-l)n- ._„. 1.2. .(n-Qn-m- 



r(»+— ) = ö^ 



(a+l)...(a + n— I) ma(ma + ni). ..(ma + n — 1 m) ' 

1.2...(n-l)B'^' 



= Gr 



(.+i)(.+l+-i)...(.+i+«-l) 




1.2...(.-l)i."-m- 




(ma+l)(n.a + l + in),..(m»+l-t-ii— 1») 




1.2...(.-l)n"- 




(•+f)('+l+£)...(>+^ + «-l) 




i.a...(.-i)."-n,- 




{in» + 2){m» + 2 + in),..(ni»+2+ii~lni)' 




1.2...(.-1)»"^ 




(.+5^)(. + l+^)...(. + 5=i + .- 


11 


m-t 




1.2...(i-l)» " «■ 





(ma+m— l)(ni»-+-tn— H-m)...(ma4-m— 1+B— Im) 
Hieraus folgt nnmittelbar (wenn m positiv nnd ganz): 

r(.)r(.+-i)r(.+|.)....r(,+ ^) 
= 8, "■^■■■<°-'>l-»-' 



»(ma + l)(ms + 2)...(in»-t-mn— 1) ^^ 
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IntegiatioD eineF Differentialgleichong entsr Ordnong. 373 



1.2...(mD-l)(inny- [1.2...(d-1)]-b.°-h ' 

na(raa+l)...(ma-Hnn— 1} - 1.2...(biii- l)ni— 



Man ist aber, wenn ma^ii': 

1.2...(an-l)(D.i.)- 1.2...(n'-l)D" 

iii»(ina4-l)...(ina+mn-l) n,»(ma + l)...(ma + n'-l) 

da mit unendlichem n auch mn uneDdlJcli wird, so dass also 



= r<ma), 



r(a)r(a+-) . . . r(a+-^^) - -^^Gr i.2...(mn-l) 
Aber nach g. 165, m ist 

or— ^ • "'' =yaitd.h.gr— " '°"*r° =V2«. 



(mp)"- -i 1_ . 

Ferner 



'^1.2...miie-- yäi 



ri.2-..(n-l)]°m"-D ' ^ {1.2'...n)-m°°D ' Mm _ 
l.2...(mn— 1) 1.2...mn.n" 

endlich 

r(a)r(a+^)r(a+|-).. , r(a+^) = ^^V>»(2-)— 



,Man soll die DifferentialgleichuDg 

<Ä + A'x + A" 



,)(iil_,)+(B + B'H-B-y)5l+C + C'i+C"r=0 (a) 



iDtegnren. 

l. Mao setze 



a'+Vi + c'y *"+''" '+°"y _ (b) 

a+bi + cy *. ' a + bx-l-oy 



o erhÄlt man, wenn zur Abkürzung a-1-bx-4-cy = z gesetzt wird 



('H-')+^^+'.' 
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374 Doppelt« IntepÄtion der GWchuBg (A+A'« + A"y)(x^T — yrfi) 

o'=be' — b'o, ß"=tt'—»' e, y"=»b'— »'b, 1 

«•=be"— b",o, (»'=»«"—•"0, y' = ab"— «"b. t 

Setzt man weitsr noch 

o=b'o"— b"e', ^=»"o'— »'«", ysm'b"— »"b'. i 

a=»(b'o"~b"t')+b(»"e'-&o")+ef»''»"-»"''') = »''+'»^+«J'' ' 

so findet man leicbt, dasi 

aa'— hiT+c/sO. ao"— b)J't+C)i"=0, a'n' — V/f +e'7'=— 8. I 

t.'a- — Vp" + o-f' = 0, a"ii" — b"/»" + c"7" = a. a"a' — b"i»' + e"/=0.i 

Gesetzt nim Diao habe die Gleichung 
10 ergibt dieaetbe mittelst (c): 



Hnltipliziren wir dieie Gleichung noch mit z, so wird sie mit (a) znsamnien- 
stimmen , wenn identisch : 

itMa-' + NoO + a =A + A'i + A"y, ) 

»(M|r' + N^)-*i^B + B'i + B"r. J (f) 

i(My" + N/) + ly = C4-C'i + C"y 1 
■ejnkaon. BeTQcksichtigi man (d"). so folgt aus (0 : . 

i{a+bn-cy) = Aa— Bb + Ce+(A'» — B'b+C'e)i + (i"a-B"b + C''c)y, \ 
l(a'+b'x + o'y)-«Ni=Aa'-Bb'+Cc'+(A'«'— B'b' + C'cOs+CA-a' — B"b'| 

+ C"c')y.)(f) 
il(a" + b"i + c"r) + «M« = Aa"— Bb"+Ce"+(A'a"~B'b"+C'e"ji + {A"a"| 

— B"b" + C"o")y,/ 
welche drei Gleichungen natürlich die (f) ersetzen. 

Man setae nun NÄ= — (1' — 3.)p, Mö=(i" — l)q, so werden die ersten Sei- 
ten der Gleichungen (f) zu Ka+bx-fcy), l'(a'+b'»+c'y), A"(a"+b"i-f 
c" 7), während fQr Hund N zwei andere Grössen; l', 1" eingeführt sind. Die (f ) 
lind nuD identisch, wenn: 

Aa"Bb + Cc=l», A'a— B'b-)-C'c = ib. A"a — B"b + C"e = ic, 1 

Aa' — Bb' + Cc' = r»', Ä'a'— B'b'+C'e'=l'b', A"*'— B"b'-f-C"e'=l'c',j (g) 
Aa"— Bb"+Ce"=l"a". A'a"— B'b"+C'o"=il"b", A"a''— B"b"+C"=l"o"). 
ist, nod alBdani) Allt die Gleichung 

zusammen mit (a). EUminirt man aus den drei ersten Gleichungen (g) die Gfttwen 
a, b, e, SD erhält man : 

{A-1)(B' + A)(C"— 1 — B"C'(A — A) — A"C(B'4-i) — A'B(C" — ») + A"BC' 

+ B''A'C = a (h) 

Gans dieselbe Gleichung erhält man fiir k', k" aus den übrigen Gleichungen 

(g). Bestimmt man also aus (h) die drei Wurzeln dieser kubisohen Gleichung, und 



+ (B + B'j + B"y)(ir4-(C + C'x-t-C"y)Jx=a 375 

sind k, k' , V dietelben, »a wird (a) sn (s'), wenn man a, b, . . ., c" aus (g) be- 

a b 
■tbiiiiit Da diese GleichungeD nur din Quotienten —, — , begtimiDen , *o bleiben 

drei dieser GrOsaen ganz willkUrlioli. 
Die Gleichung (a) gibt nnn 

so dais man folgenden Satz erbält : 

„Bestimmt man aus (h) .die drei Werthe von X, nnd sind dieselben X, X\ X" ; 
ermittelt dann aus (g) sechs der Grassen a, b, c, a', b', c', a", b", c", nachdem 
man drei daron wUlkflrtich angenommen, so ist dos Integral der Gleichung (a) : 

(a'-f-b'i + c'y)*"~M*" + b"i + o"y/"*'(a + bx + cy/'~'-" = C." 
If. Für den Fall dais nicht alle Wurzeln der Gleichung (h) Ton einander Ter- 
sobieden sind, l&sst sich obige Auflösung nicht anwenden. Man kann Jedoch im 
Allgemeinen eine andere Auflösung geben, die von diesen Hängein frei ist. 
Man setze nämlich 

A + A'i + ä"t = ih, y= °~^ f,~' — (A" nicht Null) 
so ist, wenn man in (a) einsetzt: 

^ — A"n'+|gi4-rn + 3 8i ___ A"ni + |y i+/u+i' 
ei~'A"ni+iJ'i+y'a + d" 8n~A"ii' + ?i + 7D + «' 
woß=:A'(B"Ä'— B'A") + A"(Ä'C"— A"C'), 7 = A' B" — A"(A + C"), 
« = <BA" — B"A)A' + {CA" — C"Ä)A" 
(r=A"B' — Ä'B", /=:B", «' = BA" — B"A, 
Han setze nun 

A"ni + ^i+y'n+a' _ _ A"n'z + yui+ai — y'n — 3' 

A"o' + |»i + yu + d ''* A"u + ^ — j9i 

ei_ ^d r A"n'i + ynz + 8t — y'n — 3'1 
Bn~* 80 L A"u + iJ' — j»i J' 

<^"-^>-->-)-^ c"''';.'.";-7.'''"'' )-'^--^''-'"'=°' 

d.h. 

^[A"'o' + A"(y + |9-)n' + (Ä"8 + |J'y"iJy')u + |r5-i»B'] 

-^■i'+(2(J^'-li(y)i'+(fi/ + |»'y-Ä"a-(r')z-|»'y' + A"«' = 0. 

woraus nun 

^__^ 1 6t 

(l'z' + (y-2,?')l»z*+(A"« + ^'-,»y-^'y)H-/»'y'-A"«'8n 

= Ä"'n'+ Ä" (y + ?0n'+ (A^S+i^y-l»/)" +^' *-(»»■ ' 
m weldier Qleiohnng die Ter&nderlioheu getrennt sind. Ist weder h." noch ^ Null, 
M kann man etwa setzen : 
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376 I^ie TuMcbroM im laeraii Banm«. 

*"" + '■ = "■ fi=Tl^ 
und erh&lt : 

-i-l^=-7-:. » W = i«*«' + (r-2|J0i»i*+(A"B + r*- (»/-(»' J')« + ?'y'-A" 6'- 

lategntt mui die Gleichung zwiicbea i und r, oder z und u, setxt dann 

au erhält man die Gleichung zwiacheu x und j. 

Ist ä" :^ , ao läBtt sich die obige Rechnung nicht durchführen. Wäre in 
diesem Falle auch noch B"=0. so käme die Torgelegte Gleichung auf §. 66 zurück. 
Ist Letzteres nicht der Fall, so kommt die Gleichung aaf 

= 0,(o = A') 



^Si-tts 


^{a + bi + 


!')-?(■'+■ 


■) + .- + V 


zurück. Hieraas 


folgt nun 








8i 


,(•■+01)- 


•" — b"i 




J+» + b 


+ .1' • 


und wenn man ^ 


= n setzt, 10 ist 








.+ 1.I+.X'). 


+ a"-t-t."i 


Demnach 


a' + ci 
-(k + bi+ci') 


a + »"+h"i 



welche Gleichung unmittelbar auf die Form 

^[ei» + ai' + ?x + 7] + (-u' + a'u' + ru + y-) = 
fahrt, in der die Teränderlichen getrennt werden kOnnen. 

•. 

In einer vertikal stehenden Ebene soll eine Kurre konstruirt werden so, dass 
ein schwerer KOrper, der auf ihr herabfällt, immer in derselben Zeit in dem tiefsten 
Punkte derselben anlangt, von wo aus (auf der Kurre) er auch ohne Aufanga- 
geschwindigkeit gegangen sejn mag, wenn man von der Reibung und dem Luft- 
widerstand absiebt. (Tautochrone.) 

Sey durch den tiefsten Punkt die Axe der x Tertikai gegen die Riohtung der 
Schwere gerichtet; y die Ordinate eines Punktes, s der zum Punkt (z, j) gehörige, 
Tom Anfangspunkt aus gerechnete Kuirenhogen, (Man TM'gleiche etwa Fig. 22, 
wenn AM Tertikal nach oben gerichtet ist, AM;=z, MN = y, AN^s.) Ist p 
das Gewicht des KOrpera, t die Tom Anfang der Bewegung gerechnete Zeit, so 
hat man ; 
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p 8'i p e'j „ 8'i 8'y „ /^sN' /'Bx^' /'er^' 

2 BtVBt^ etdt'^etBt' ''et' VBt^ -igit-v-. 

Ist DUD h dieAbszUse des Ausgangapunkta, so ist flirx = li; t-^ = 0, aUo 
C = 2gbiind(g-:) =£2g(h— x), g-^= — V2g(h— x), wo man da» neg&tiTe Zei- 
oheo wählen tnusi, da i abnimmt mit wacliaendem t. Demnacli: 
8t^ 1 __ r B« 

e»~ V3«{h-x)' '~ yV2«{i>~x)" 

Ist non s ^ f (x) , ao igt wenn t die Zeit des Falles : 

Nach den Bedingungen der Aufgabe soll diese GrOsae unabhängig von h seyn, 
so dass ^ ^^ seyn muM. Demnach (§. 85, I) : 

d. h. 

aVatg/» ^'-» ' ' 2hV2g /o Vb-x 

• Da nun nietft -==-:=0, so muss das bestimmte Integral Null seyn v/aa 

2hy2g 
«loh h seyn mag. Dies» ist nur möglich wenn f (x) + 2 1 f" (x) = , da man ja 
etwa immer h klein genug wählen kann, dass f (x) + 2 x f (i) »on x^ bis x^h 
dasselbe Zeichen hat, wo dann sicher / ' . — ^ — B x nicht Mull wäre. Aber 

Bi 

» = 2CVx+C'='2cVi, 
dafilr x=.0 aachs=0. Diese Gleichung stellt aber eine Zykloide dar. (§.48,111, 

wo C = V2t). Jetit ist - 

/"_€_ fli _ C« 

,Vx V2g{h-x)~Vn' 
was wirklich toh h unabhängig ist. (Man Tergleiehe hiemit Poiason, Mechanik I, 
§. 197.) 

«. 

' Au^abe. 

Debet einer Ellipse deren Halbaxena undb sind ist ein Kegel errichtet, dessen 
Spitze lenkreoht Aber dem Hittelpunkte der Ellipse in der DntfernuDg c liegt. Dm 

..gic 



3*78 BtTtcbsvig dM SNlcfa «IDM KngaUhtolM, du 

die Spitia beschreibt mau eiae Kugel mit dem HalbineSBei r und will deigentgea 
Tbeil der EugeU&ahe kennen, der innerhalb de» KegeU liegt. 

Die Gleichung der Kegelfiäche igt T»"^ "n^Ti! ^"^ Kugelfläohe; i' + y' 
+ 2'^r\ wenn man die KegeUpitze aU Anikogspunkt reobtTinUiget Koordi- 
naten und die Azen der x und j parallel den Bauptaxen der Ellipse nimmt. Der 
Inhalt des gemcbten Fliobenatüok^ ist gegeben durch das doppelte Integral 



'//, 



= («■81. n). (•) 



wenn dasselbe auf alle Werthe ron z und j aaagedehnt wird, die den Punkten der 
Projektion der gesaebten Flftohe auf die Ebene der xy entsprechen. Was nun aber 
diese Projektioo anbelangt, so wird man die Gleichung ihrer BegT&nzungskuire 
erhalten, wenn man t zwischen den Gleicbongen der beiden Fl&ohen eUminirt, 
Diese Gleichung ist demnach: 

Setzt man in dem Integrale (B)rx, ij an die Stelle von x, ;, lo ist die ge- 
suchte Iliohe ^r' / / .,- ., =^, ausgedehnt auf alle positiTen und negativen 

Werthe von x und 7, für die o'i' +(i'r' ^ 1 , wo a* = I H ■,, /J'= I -t--rj. 

Dehnt man du Integral nur auf die positiven Werthe von x und y aus, die der eben 
gegebenen Bedingung genOgen, so erbält man den vierten Theil der Fläche. Die- 
selbe ist also ^ 



"j?"/:' 



VT^ 



In diesem Integrale fOhren wir die Veränderlichen ^ und o) ein , so dass 

ai^geoim, pj^Qiina, also a'x' + fl'j'=^lf'; 

dann ist (§. 79, II) — g^ B^"*"?^ B^~~"^- Di» Gränzen ergeben sich (§. 168. 
II)aus 




Für X = folgt daraus «a := -^, fOi x= — aber a> = 0. Dann 



jVT= 



Für 7^0 ist ß^O, Sla j^^ 1 aber ^ ^ 1 , wie sich erwarten lieu , da a*z* 
+ ^V = t' Demnach ist die Flädie gleich 



Goo'^lc 



inneriiRlb einet lenknohtea elliptiichen Kagri» liegt. 379 

-4,. Ta. Ti " 

Das iDtegral ist 

«v A . ... . V'-C^^^) -, ,„ 

L «' "^ js* "^^"^"71^ J 



'Wir wolleo a^b Toraussetzea, so dass ^*]>k'; alsdann ist das erst« 
Integral =: 

« « * ■ 

wenn maji §. 40, IV und §. 32, IV beachtet. 

Was das zweite obiger Integrale betrifft, so kommt es auf elliptische Integrale 
zurück. Setzt man nftmlich nnm^x, so ist es da x, toeto nur positiv sind 






' •' » (a'-/(')i'+a» 



"^^~y.?"-»'-»')''V(i+«'x')(i-i')' 

~ fiU'—\y al«>^a'>l jedenfalls n'>0 iit. Setri mau hier (§. 156) 
w^), ao ist 

DunzeBByGoOl^lc 



380 B«rBel]iii]i]g dM Stücks einer Kujgalfl&Bha, dH 

p 1+n'x' 8i /■"' l-t-n'M«'y 8y 

_ 1 /•' ' l+n'twy 8» 

VT+?y. (l'-Cl'-.l'M'^Vl-e'ri-"»' 



1 + e" «"(IJ'-I)' ^ (I'(.'-l)' 

Nim ist aber 

H-e'.ei' , 



(!■-(/!'-.■)« 



] 



1.1 1 



-l.' + (|I"-«')j«.'. |>"(.'-1)^."-1 «i- 



J, (I'-«I'--') '»■■<• Vl-e'"-'» fC'-l) VS'V 

mithin endtieh 

/■■.- A'^^^^' »T 4L=nr- fc^..^ 

J. y. Vi-.'-r' 2 .Vjrri''V2' -• ■') 

«0 also 

MAd setze uhd in dei Fonnel (b) d«s $. 152, [: 

80 ist (§. 160, m): 

b'fa'+c*) ^_« ^ bcV»'+c' * 



setzt man weiter in §. 152, II: 



[jiqn.can/GoO'^lc 



innerhalb eines «enkrechtea elUptUchsD Eegeb liegt 381 

,_ a'— b' _ _ a' ^ 
~a* + c*' ~ »' + c'' 
folglieh 

also ß ^ Cd , 80 ist 

ao dass 
„/'« (»'— o' -x b'c' „/•« a'— b' X b*c' „/■« % 

.(b' + c') 2'^.'(b'+c')M,a'V »(b' + o') 2 
b'<' _/'« «'-b' A I ■■' .("* .^ 

-.■*■+.•) "iT' — ri-'V+bnj:?''(,yJ' 

mithin die FUche 
d. b. gleich 

-K-.-vfe?<^-'-^-)]- « 

FQt a := b wäre die £Uipse ein Kreis. Dann ist 

Also jetzt die Fläche 

wie sich fuich leicht anf elemeatarem Wege finden llUst. 

/ 

Dmfonunng einiger bestimmter Intens!«. 
I. Sey das Integral 

ZOT Dmfonnaag vorgelegt, wenn a nod b positir sind, (Vergl. §. 44, t}, 
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382 D,.,.«r-./"'("-i)V,/-iü+!^». 

Hau Mtce 

b 

Die OrOHe &x erreicht ron z^O bis z = 00 kein Hazimum oder Minimum, sondeni 

wäohit Ton — 00 zuH- OO, ao dMS alio die Gräiuen tod e sind — OO und -J- OO. 
DarMu aber to\gt sofort, daaa nur das obere Zeicheo gellen kann , man aUo bat : 

y?[("-i)"]-/>(Ä^-rvrif?i^)- ■ 

Aber{§.42, Vn): 

«0 dau endlich 

Setzt man in dieser Formel etwa statt f(z) ; f(2ab + z), so ist 
'[("-|)']=l[2.b+(..-f)']=((.'x'+|;),((.')=.(2.b+.-), 
Bo dau auch 

. /^('aV+|^')ei = -i-/*f(2ab+i')8i, »>0, b>0. (b) 
Debrigens l&sst sich diese Formel leicht aus §. 44, I al>leiteD. Setzt man 
dortnämlichf(x) = F[z'— 2ab], so ist r(az+— ) =^ [G'+t) ^ 2abl 
= F(^a'z*+^), f(V'i*+4ab) = F(z* + 4ab— 2»b) = P(z* + 2»b), so 
dass 

/7(^a*i*M-p^')ei = -^ /"F(i'+2»b)8i. 

2) Setzt man das hestmunte Integral / — ^ -- ,— S z, in dem a und b positlr 

sind, gleich y, so ist 

8y /" 8ax'8i = _?^_ /"f -^' i ^ "\bt ?_ 

6» yo (b'+i')(H-s'z') 1 — a'b'y, Vb'+i' l + a'i'J 1+ab* 

wo C unabh&ngig ist Ton a. Für &:=!) ist aber 7=0, also C^O, so dasi 



DieGlriohiingy'rCi)F"(i)Bi = (— ])■ /^f-(i)F(x)8i. 333 

®. 
DieGWelmng /'f(i)r'W6i = (— I)'y PWrWBi. Falgwnngetu 

I. Soy t(x) eine Funktion yon i so bescUffen, duB f(i), r(x) f— *(i) ' 

NtüliiDd fOr x^^aund x^b, so ist 

Dieser Satz folgt ganz UDmittelbar ans dem nachstehenden Schema : 

yfWF°(x)ei=:r<x)r-*(i)-yf(x)F-^(x)Bx. 
yf (x) r— i(x) B X = f (x)F— »(x) -yt" (i) r— * (x) 8 X , 

yp- '(x)P'(x)Bx = f-V)F(x)-yV(x)K(x)Bx. 

Daaa dabei f*(x) und F'Cx) innerhalb der Integrationsgränzen ettdlieh neyn 
müssen, versteht sich tod selbst, 

n. Als besonderes Beispiel wollen wir a^ — 1, b^ + 1, f (x)^ (1— x*)"~l 
setzen, wo n (wie eben) eine positire ganze Zahl ist, so >ind alle Bedingungen erfSUt 
und es ist : • . 

yjii-iV-lFW8.=(-i)-y*'J- '" ";*>'"' r(.)a.. (b) 

Nun ist aber 
B— '(l-i*)— ä , ._, i.3.6...(2n-l) ... .. 

Denn fQr n ^ 2 , 3 , . . . gilt der Satz. £a ist nämlich (9) zwischen und n) 



^^T=^ = — |-f^[2i(l-i')*] = -6[(l-xV-3x'(l-x')*] = -B[n»'ff- 



Sey nun der Salz (b') wahr ffir ein bestimmtes n, so ßragt es sich ob er fttr 
du folgende n auch noch gilt. Sej also 

'•"'.'-f '=>-=(-»- '-''-f°-" .<-.>. 

•o ist 

wenn mknz^nuqo setzt. Abei(§.18'} 



384 /««•■»{* («(..») 8, = 1. 3. .(2ii — l)/«<«a»ir (»...♦) 



(n+I)x^-l.(D + l)y., 






_1_ 8y 8'y_ 1 8'r «x» Br 



(— I)" 1.3... (2D — 0nn«D»i + (-!)■-' 1.3... <2ii — l)(2n+l) 

<w«n»^ — (-1)»-'1.3...(2b— l)(n+l)w.nv 

:{-I)-|.3...(2ti-l)[n«f.n,.-(2D+I)^^^^^^ + (n+l)«t.iir] 



= (- !)■-'. 1. 8. ..(2ü+l)- 

wodurch der Sati (b') bewieMo iat. 

lU. Setet man in der Formel (b) n 



F(eo(f)(iTi9 8 V , 

8 tinnv B /' «nny N J^ 1 "N eointJ 

81 1 igi\ a J \. »iavJ liag, ' 

A»»'-».F°(w»»)B» = 1.3...(2i.-I) Aofii»F(«<«»)B», i 

J^BOinpT(col9)b9 = Y-s~i. ^^ZTiJ ^""^'^V^' ("otvl^v- \ 

Als Anwendung dieses Satzes wollen wir 

yi— 2m-+-a' 
setzen, so dass 

y Vi — 2aito»g.+"ä' y • (1 — 2»«ö»v + 0"* 

Das Integral der zweiten Seite, in welchem wir a^ < 1 Toraussetien, laut sich 
auf ellipti lohe Integrale zurüokfQhreo, wobelmannachdeTTorsohrift de(§. 165, IV, 3 
und §. 166, I zu Torfafaren hätte. Kürzer aber gelangt tnan znm Ziele , wenn man 
eine neue Terändeiliche ^ einführt mittelst der Gleichung 

w 



1.3. 


.12»- 


!).■ 


(1-2 


»n-Hi 


•)"l 


»in' 


■»8, 





Vl-2a«.*f+.a' 
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wob«i wir nua vor Allam die Znlttuigkeit und Bedentong di«er Annahme tu nntet- 
«tdi«n haben. 
Da imm«T 

i — 2»«i»^4- »' — im'v^tai'p — 2ieoiv + i' = (e«t9 — »)', 
H> iat also 

1 — 2««i>»» + »'~«»ii'»>0, 1 — 2fteMT> + a*><in'v, 
wodurch die Znl&Migkeit der Gteichuiig Iß) erwiesea iit. Die GrOtse entei Seit« 
gellt, .wenn (f Ton bis n wSohst, Ton zu 0, so dua La untennclieD istob lie 
Maxiiaa und Minima haben konoe (§. 42, IV). Differetuirt man oaeh gt, to erhält 
man zur BastimmDng dieser Hasima oder Mbima: 

«0(^(1 ~'2ftr!0t9-<-&*} — attn*fi = O, «oi^ — a<!iu'9>— a + a'«of«=0, 

<ioi9~i — itoiv(fiMf~t.) = 0, (to»» — a) (1 — aeo»v) = 0. 
Dieser Oleicshang wird genügt dureh oo« f = a und eo« ^ ;= — , Ton welchen 
Werthen der letztere unzulässig üt ( T>'^ ^ )■ ^"^ eoaq> :=a ist übrigen« 



Vi— 2aeM» + a' Vi — 2«' + »' 
All« wi«hat die Grosse erster Seite in (e), die immcfr poiitir iit, von bis 1 , und 
nimmt dann ab Ton I^bi* 0. Demnach geht ifr reu bis ir 

El folgt MS (e): 

1 — 2atoiy + a' — w»'y «<m'» — 2ai 






1 — 2B«e<r+a* 1 — 2 a«»y -(-«*_ 1 — 2a«iM*+a' 



Non ist fftr q) = anoh (f = nnd Ar qi = n auch rfi^x; demnaeh lugleieh 

1 = + ^ ^"" n«.i-i= + -— :^j — ^— , 
Vi— 2a + a' V^l + 2»+a' 
woraus tofbrt herrorgeht, daas man nur das obere Zeichen beibehtüten dürfe, 
indem 

Vi— 2a + a'=l — a. Vn-2a + «''=l+»- 
Also ist immer 



Vl-2a«>fv-ha'' 
und et isti(i<-2- so lange tos<p>B, dagegen i^> y wenn eosq)<a. 

Ans (e) folgt Oberdieis: 

<ae«f-a)(l-«.!..«») ey^^^^^_. _«o»»-» 
{l-2a«MH-a')* ^* Vl-2»c<«y + »'' 



1 — aws» B»_ 1 By^ Vl — 2»' 

1— 2««>i»i + a'e?i~ ' Vi— 2»<io.f + »'8* ^~* 

. iBWfnl-Btclinug. n. 1. Alfl. 
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und da 1 — a Ml 9 imner poBitir : 

Vi-»wv=- 



yi— 2&«M*+k'' Vi— ÄÄMtf+ft' ^* V'l— a'»«'* 
Mithin 

— 8 

/« wB"»8 fi r^r tMf Y' 8* "^ 
, (1— 2»*M»+»V** y» V.Vl^2«eo»»-t-*V V^l— 2aeM»+»» 

M da» endlioli 

y« V"'— 2»i«>»».+k' yoVi— »•«•'» y« vi— »*«"*•' 

Fflr du leUte Integr&l besteht die Formel ($. 164, II): 
« « * 

/* »<b''»B» Zu — 2 l+a' /*' »»»*— '»8» an — 8 /■' »t»*--*y8y 

, Vl-»''*"'»~2»~' *' y. Vl-»'»*"V <an-l>»'y. Vi-*'«*»'»' 
wodnreh da« Integral anf elliptiacbe zurDckgef^hrt iat. 
IV. Sollten etwa in der Beihe 

- , ' — ==-^A,, + At«wi + A,<w2x+ (si 

yi— 2»eMi+k' * 

die Koeficienten beatinunt werden, ro v&re nach §. 144, III(;): 

*• y . Vi— 2ft«M»+»' *yii Vi— •'*•*'*•' 

wobei X Tou bis n geht. Diese Formel gilt auch fUr n = , wo 

Eb konunt diese Entwieklang in den Anwendungen liänUg rar. 

Der Lehnati ton den homogenen Fanktlonen. 

Eile Funktion der Veränderlichen x, j, z, . . . heisst homog«n des Gradei n, 
wenn, indem man für x, y, z,... setzt ax,ay, az, . . . der Faktor a" in ^en 
Gliedern ersoheint und auager demselben kein a mehr rorkommt. So ist 
5x'y'-l-7i'y' + 9ji* eine homogene i^inktion Ton x und j Tom Grade 6. 

Sej also f(x,y,E,...) eine homogene Funktion Tom Graden, so ist hiemacb 



D«r Lebnatt tmi den.hvip^eiieii pDoktioiiaii. 387 

f(«S.«y.a«,...) = ««f{l,y.,,,..), 

raus, wenn man ar, aj, az,... durch i', y', «',.., f(ax, ay,. . .) diirob f 
eiehnet : 

erax' er By- 8f 8i' 

' Bi' 8y' 

Tä~'' 'i^—J'--'^" "****■ ^*'"' ""*" a = 1 «etit, wo f in f aber- 






Äöa der GleiohnDg (a) folgt, daas *e^ + rör-f-2ä^+--- abeimal» eine ho- 
mognen« Funktion roil x, y, z, ... des Grade) n ist,, so dasa derselbe Sau nochmals 
auf sie Anwendung findet. Ueisst also die erste Seite von (a) F, so ist 

6f , ep BF 

d.h. 



. = np, 



Bf , Bf 8f ,B'f „ 8'f ,%'f 

— -*-- ^- ' ^-' ' "— 1-r'x-i + ... = n.nf(x,y,^..), 



d. 


8x ^By"^ Bi 


Bi' 


-^"'5 


>!, 


■^'■87>+- 








8*1 

57 


u-.i 


8'f 


^-■^ 


■ + i' 


« 


at man auch durah 


:«(: 


.-!)((, 


i.y.«. 


...). 






«-Ä-'i^.- 


^^ 


: + ■■•).■' 


f = n 


(.-l)l.,j.; 


) 



darsteUlen kann. 

Es ist hieraus leicht zn sohliegsen, dasa 
■ (*^ + r^ + 'n"*'- )-'<'.J.*.-) = n("-l).,("-Di + l)f(i.y..,..). (b) 
Durch Diflbrenzirung der Gleichung (s) nach x, y, z, . . . erhält man: 

8i' ,Bi By Bi B» " J M 

B'f ^ 6'(^ 8'f . ^ ,^8f l 

'878^ + 'B? + ''8TB^ + - = ^»-''fl^' 1 
u. •. W^ 

^- 

Die Keplemshan Gesetze, 
Wir wallen die drei Keplerschen Qetetze als richtig annehmen : 

1) die Planeten bewegen ai<di in ^ipa«ii, in deren einem Brennpunkte die 
Senne tteU; 

2) die FUchenräume, wdidie der Fidirilrahl (ron Sonne auf Planet) beacbreibt, 
sind der Zeit propor^oaal; 
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388 Fo1{eraD|;eD Ru am EepImehMi Owetccn, 

3) die Qa«drate der Dmlkn&zeiten Terhalten »ich wie die Wttrfol der ^««ten 

Darans wollen wir nnn einige FolgeniDgen tiehen. 

I. Ist a dJQ halbe groKo, b die halbe kleine Axe der Ellipse, e ^ Va' — b*, w 
jst, wenn man den Brennpunkt aU Anhngspnnkt wftUt {yergl. §, 46, IIl): 

r=- — , / -, — r, =jSt, dkoiutut, M 

wegen des zweiten Gesetzes. Ferner ist, wenn p da« Gewicht dei (all Punkt ba< 
trachteten) Planeten, die Seiteukraft der nach dem Fahrstrahl zerlegten bewegen^ 
den Kraft: 



■enkreoht darauf aber — I — ött TT ) ■ D» nun 



«o sind die SeitenkrAfte 



nach a™ F.hr.«ahl = -£..[g_r(|=)'] . 
«■nkrecht d«anr=-5- f-2|^ *i?_,^Y 

g V Bt et 8tv' 




8t Bt 

Da hiernach die Seitenkraft senkrecht auf den Fahrstrohl ^ Null, *o ist abo 
die gesammte bewegende Kraft nach dem Fahrstrahl gerichtet. 



<"■'• 

^b'« 



' Bt (a + BOMB.)' e 

ia_ ß'b*«tot 



Bt' \.Bt^ r* t' ~ t« ^•«••-»T 

Da also die Seitenkraft nach ieta Fahrstrahl, d. fa. (nach I) die gance Kraft, 
negatiT ist, so ist sie gegen die Sonne gerichtet, und abenüeu dem 
Quadrate des Fahritrahls r umgekehrt proportional. 

IIL Ist t die halbe Omlauftseit, so i*t naoh dem zweit«ii Owetn: 

Goo^^lc 



^[(l-«')~^l+In(m-l)--j^Jy = 0. 






d. h. mit Beftohtung von (a) : 



Alioirt (11) die Kraft =—-ry^T^ — =—^iy,-Z-. Wegen dei dritten Qe- 
■etses i»t — fi]r alle Planeien dieselbe GrQsM. Demnach iat in der Einheit der 
Entbmtuig (d. h. fUr r^l) die «irkiome Kraft dieMibe. Die Sonne wirkt 
Kilo «af alle Planeten gleich stark (in derselben Entfernung und bei'dem- 
■fllben Gewichte des Planeten ; die Kraft ist übrigens proportional dem Gewichte, 
nod umgekehrt proportional dein Quadrate der Entfernung). 

«. 

■ej am IntegTfttion vorgelegt, weno n positir. 
I. Set«tinMr = (l— x*)"a, ftUo 

^^»(i-iT-'t-amx. + a-x')^]. 

■o ergibt tiob aoi (a): 

JL[(l_r.)-[_2„„ + (l-..)iil] + [e(„+l)-jlL-J, = 0. 
d. b. 

<l-.T*'5^-2«(l-rT0!" + l)|^ 
+ [-S»(l-i") + 4ai"i" + «(e + l)(l-x")-l"]a-i">— '. = 0. . 

Beitimmt mao atao m am der Gleichung A' = 4m*, m = ±lA,'io itt diele 
DiAreDtialgleiolmiig durch (1 — z*)" theilbar uud gibt: 

(l-i")j^,-8»m + l)j?^ + [=(«+l)-a»(2»+«I- = 0. 

7Qrni = Ui«t 

Xm + l = i + l, B(Q+l)-ain{2n.+ l) = n{n + l)-l{H-l) = {Q-l)(a+»+l)i 

«lriu = — U: 

»ai + l»-H-l, B<» + l)-2n.(8m+l) = BCn+l).+A(i-l)=(nH-l)(n-l+l)- 

DcDBaeh hat maa die awei GleiohuDgen: 

(l-i')J^-J(»+l)i|^ + <B-l)(B+l + l)i = 0. 

'. .. *' 

O-.^j^-2(-l + W.j^+<B+J)(.-l+l). = 0, 

. Gooi^lc 



390 lll.8HII»T»E-;;^[(I-.')|j] + [■(■.+ i)-j:^jT=o, 

TOS denen jedoch die zweit« ftu« dei enten fblgt, wenn man — 1 ffir + 1 setzt, wie 
dieu aiu (r) zu erwarten war. Wir werden alio blosi die erste nutenncfaen, 
II. Die <b) gehört zu (0 in §. 1 14, II. Dort ist 
^ = 1, b, =0. e, = — 1. s,=0, !>, = — 2(i+I). i, = (n — i)(n + H-l>; 
beitbnmt man also fi an« 

-fi&t-l)-2^a + !) + (n-l>{n + l+l) = 0, 
worao* 11=^0 — 1 und — (n + il -f- 1) folgen, so ergfibt rieh je ein Werth und zwar 

1) mtn = ii — 1: 
j.b,+2a„ = -2(i + I){n — i) + 2{o — J)(n + H-I) = 2n(n~i), 

, ,(,),iy ^-i;--^,-- ^_.,„_„.), «„(._.,-, 

(1 — n')-»<ii + *>'*-* ist NuUfQrn = ±00, lo dass / " "(j'^C^fi" *>* Inte- 
gral sich ergäbe, was aber zn rerwerfe'n ist, indem a'= I innerhalb der bte- 
grationsgT&ozeii liegt. 

a fllriu = — (n + l+I): 
Mb, +2», = 2(»4-l)(n + l-t-l) + 8(n — A)(ii+l + l)=2(n + l)(n + l+l)[ 

M/ 1 — o 

welches Integral , wonnn + a+l>0, aur für x"> 1 zulftuwg ist. 

Der zweiten (b) genügt eben lo; / —i+t ""' ^*'' Bedingung, das« 

boin — A+1>0 auch x' > 1 sey. 

HL Die'Torhin als unznl&ssig erkannte Form weiet uns darauf hin (S. 121, 2) 
Zu setzen : 

t = A„ I»-* + A, i»-i-< + A. i"-»-» + 

Führt man diess in (b) ein , so ergibt sieh in der bekannten Weise : 
A, =A, = = A,,+, = =0; 

A. .^r 11— (°-^)(B-A-l)...(..-i-2r-I) 

ir« V / 2.4...(2r-t-2)(2n— l)(2ii — S)...(2B-2r — 1)^' 

bt also n — X eine positire ganze Zahl, so bricht die Reibe ab, d. b. ist end- 
lich; im. andern Falle miUste x^^l seyn, damit die Seihe konrergent mj 
(§. 60, IV). 

Für die zweite Gleichung (b) würde sich eben so ergeben: 
i = B„ x'+* + B, i»+A-» + B4 i'+i-* -«- : . . . , 

B. ^-f n-^. (e + i)(n + A-l)...(D + A-2r_ l) 

'"*" ' ' 2.4....(2r+2)(2n-0(2n-3)..(2n-2r— ]>?' , 

.XjOO'^ Ic 



w«loh» Beihe endlioh ist, wennn + il eine positiTe gmiue Zahl; im andern Falle 
mü«»te wieder x*^ 1 aeya. 

IV. Da (§.54): 
1 _ 1 n+Jt+1 «Ol» (n+i+l) (n+A+2) to,'9 

(i+Mi»)«+*+i x»+A-H 1 xn+A+i"*" 1.2 in+i+> ' 

femer (§.42, VHi §.3*) 



y:< 



(l + MI ».)-+i+i iH-i+i "^ 



,. ■ (n+t+1) (ti+ A+2) 1 , (iH-il-4-l)(n+A+2)..(u+;i+*) 1 , , - . ,„^, „ 



.,_/>.- 



2(2n + 3) i' 2.4(211 + 3) (2n + 5) 

Darani ei^bt sich nun leieht, daas der' Gleichnng (a) dnrcti folgetide vier Formen 
genQgt werden kann: 

l) (l-x')**i^i[l+^,+^. + ....]. 



Att+.=(-l)- 



B.,^,= (-m' 



(n-Jl)(n-J-l)..(D-t-2r-]) 
2.4..(2r + 2)(2ii — 1) (2ii — 3)..(2ii — 2r — 1)' 

2) (l-.')-iix.+i[H.?i + liH-....]. 

(n + A)(D + A— l)..(n + ;i — 2r— I) 



' "' 2.4 .{2t + 2M2n-l)(2nT-3)..(2i.-2r 


-I) 


S) (l-i')i*i-(H-i+i)[l+% + % + ....], 




(ii + l+l)(n + i + 2)..(n + l + 2r + 2) 




2.4..(2r+2)(2n + 3)(2n + 5)..(2D + 2r + S)' 




4) {1- 1«)-*^«- (»-i+D [1 + 5i + 5* + . . . .] , 




(B-i + l){B-l + 2)..(D-A + 2t+2) 





*' 2.4..(2i + 2)(2n + 3)(2n + 6) .{2n + 2r + 3)' > ' 

Ton diesen Keiken sind endlich: die erste wean n — il eine poiitire ganze 
Zahl, die iweite wenn n + il eine jpoiitiTe ganxe Zaiil, die dritte GU poaitiTe d und 
X niemala, die rierte fOr n — X eine negatire ganze Zahl. 

let Qbiigeni n negatir (Jl immer positiv), so wird die dritte fQr n + ^ eine ne- 
gatire gaiue Zahl endlieli Hjn , die vierte wenn n — iL eine solche Zahl , während 
die zweite fordert, da«s n + A doe positive ganze Zahl. In allen andern Fällen 
mnia z'> 1 seTn, wenn die Reihen sollen benützt werden können. (§. 60, IV). 

V. Sind n und il positive ganze Zahlen, so werden in (o) Ar n — X'^0 
die mte nad zweite, tBi n — X-^Q aber die zweite und vierte Formel aagewendet 
we«d«i uai nan vai andliahe Beihen erbalten. 



Vüi n — A = gibt die (b) s gleidi einer Ken i fnUn, lo dMa-dum dar M 
dnwh (1— I*)!* und (1— x*>~^* genügt wird. 
Uaü hftt alle, wenn n und A pocitir gana: 

■— A>0; 

n — l<Oi 

wenn je H und N willkürliche Komtanten. 

Tl. Sind n und A nicht ganze Zahlen, lo rerlangen die unendliehen Beiben in 
(c), dam x' ^ 1. Hau kann aber auoh dat Integral Ton (b) nach «teigenden Pd- 
teuMn ran x entwickeln. Setzt man n4inlioh 

« = X" + 6, !■*' + G4 1*^ H- . . . , 
10 ergibt uQlvm(m — i) = l), alio m = oder rs I. 
FOr m ^ findet man : 
„_ (— t)(n + l +l) _ (n-a-2f)(, + Ji + 2i+ l)„ 

*~ 1.2 *'*'- (2r+l)(2r + 2> "°*'' 

Ar m = 1 erUUt man : 

Q _ (n-A-l) (11+1+2) (n-i-^2t-l)(<. + l+2T+^ 

' 2.3 ' ^""^ {3r + 2)l2r + 3> 

Daraoi folgt, daii man der (a) aaoli dnrdi folgende rier Fennen genügt: 

_ (n-i-2,)tH-H-2n-l) . 
■^■^ <2r+l)(2, + 2) "■■• 

(i-x-,IS[i+,...+. .. + ,...■.+...), F. = -<J!r±4fctüa 

P (■-i-8r-l)(. + iH-a.+2) 

'""' (2r + 2)(a.+8) 

(l_.)-)'tn-0..- + .. + O..J. + ...], 0. = - '' + '>'°-'-^» 



_ _ (. + >-2t)lii-l + 2t-l-l) „ 
°'"-"- (2, + «(2r+2) ■ °— 

(.-.■)-l'.[l + B..'H-.. + H.,^. + :.].H. = -*±i=i«|=tt» 

(.^-l-^^-l)(.-^+2.^-^) „ 

**»■ (2r + 2)(2, + S) *■■ 

Ton dieMD ReihMi »1 die ente endlioli, wenn n — i eine gende poeitira (nn> 
tOrliehgnnM) Zahl iit^«der wenn n-f^A nn^md negMiT; die nweite wenn ■ — X 
nngend poiitiT odei n + H gn*d negntiTj die dritte wenn n+A ffend fenitir, nier 
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■ — X nagerad Degatir; die vierte vean n + Jl an^Md positiT, oder o — 1, gerad 
negatir. — In dissoD Fällen aber erh&lt mao die in IV schoD gegebenen Formen. 

Sind die liier angeführten Reihen unendlich, so muia z''< 1 tern. 

Vn. Für 1=0 hat man 

JetEt fikllen in IV and VI je iwei ReOten msammen. Bexeiohnen wieder Ati>.-- 
die üben gegebenen Koeffizienten, in denen nur A.^0 zu setzen ist, und H, N will- 
kOrliche Konstanten, so ergibt «ich für ein positires ganzes n: 

WMiB in den zweiten (mit N mnltiplizirten) Theile x'^ 1 ; 

7 = M»-[l+^,+^ + ...]+N[H-E,i'+E,»*+...I, '(d^ 

wenn n eine ungerade Zahl and im iweiten Theile x*-K 1 (Ui s gerade QUlt dw 
■weite Theil mit dem ersten zusammen); 



y = Mz-[l+^+^+...]+Nx[I+r,i*+F.z*+...], W.) 

wenn n eine gerade Zahl and im zweiten Theil z*< 1 (tdx n ungerade wflrden 
beide Theile zusammen fallen). 

Hau sieht, dass der erste Theil, der eine ganze I^ktion ron X ist, in lUen 
drei Formeln gemeinschaftlich bleibt, während der zweite immer unter der Form 
einer unendlichen Jieihe erscheint. * 

VIU. Die hier Torkommenden Funktionen spielen eine besondere RoUe in 
Tielen Anwendungen. (VergL Laplace: H^eaniqne Celeste, ÜTre III, Chap. 11; 
Lama: LefonssurlesFoBetionsinTeTsei des Tran soendantes et les^urfkces isotherme*! 
Lejon XV, u. i. w.) Bezeichnet man % 

(1 -i")* * [in~A 4- A, XS-X-» + ....] dntoh y. , 
■o ist also 



und eben s 



Ä['-''fe-]-["'-'>-Ä]'-=«. 



Daraoi iblgt sofort 



s:Ä[<-'fe]-^Ä[o-"i?]*"<— '- 



* Kttisalsey «tne giuie Pnnkflon leyn, so hat man K=0 eu «etwa. (BU* >MB 
K«.Iip. 
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Da nnn für x'^ 1 die GrOaM 7» yr — 7>~Ä^ ■"ol** onendlioh. wird, * >o siebt 
mui hierMH 

WD n und m reraobieden lejn müisen. 

X. Mao findet dnreb unmittelbve Reehnnng, dMi7i+i = xy, — ky.-i, wenn 
, Hl dM> alte 



"4b'-I' 



Tm-i = iT. — 7-j— TT— i- (0 



' T— i7M-t8x, 



4b'— l 

fjr''-'-=fj.'-'-"-i^JH--"' 

i. h. wegen (0^ 

,„,.8.=yj.,.,„,..,o=/_„.,.-.8.-j^yjV!.. 

Die leUte Gletolruiig liefort, da (t) fBt alle a richtig ist, also auoh wmu 
n-f- 1 fBr n letst; 

TermitteUt welcher Formel üoh / y.* 8x berechnen Uut. 

Da nie n—k negatir aejn darf, «o erb&It man ans (g): 



• Die GrtM« y, ^ hat jedenWli den Faktor (l—i')t*(l—s*)M-* = (l—i')^'~*. der 

fBri'=l nnr nnandlloh vttrde, wenn 1 — 0; «llaln fltrl = 0itt In y, dar Faktor 1— i* 

DiehtmehT, da daen bloii y.=:x'> + A,i°~*+ At !■'-* + Dannaeh wird, aalhit flir 

1 == die genannte Gtaua nicht nnendUeh. (Ffli k = «Are Jan« Faktor i)ga»UlriU 
ilU-»')*-*. d.h.=0). 



Baraohmuig «InM gmriiMti IUcIm. 

/^'„ [.■-i']K.-i)'-^1....[tf+i)'-n /•«,, 

y_!- "-[4.'-i]i4<n-i)'-i]....i4»+i)'-iiy-;' 



■^TT" 



(2i+l>(2i — 1)....»' 
o dou 

'l .»,^2 ["'-'llfa-D'-^'J [g+D'-A'I 2.4.. .21 

r [4ii'-ll[4{ii-l)'-l] (4(1 + 1)'-!] 3.5...(2i+l)* 

wobei abrigens n — A > geyn muM, und fBr n ^ il der Werth =: 2 g- ' '-j 



/: 



Die Fläche zu berachDen, welche Ton den T&hrstrahlen gebildet wird, die Ton 
einem festen Funkte aus auf alle Funkte einer gegebenen doppelt gekrümmten 
Kiure gezogen werden. 

I. 8ej der feste Punkt Eoordin&tenanfeng; x, j, c die Koordinaten eines 
Karrenpunkts, Alsdann sind Y := — X, Z = — X die Gleichungen des auf ihn ge- 
zogenen FaJirstTohlB, und wena man zwischen diesen zwei Gleichnogen und denen 
der EuTTe die Grossen z, f , z etimiairt, so erhält man die Gleichung der fraglichen 
kraiomen Fläche. 

Fahrt man in diese Gleichung die Folarkoordinaten (§, 60, U) t, ip, fp ein, so 
wird in derselben r gor nicht Torkommen. Denn wäre sie f (r, qg,i|j) ^^0, so würde' 
zu bestimmten (p, V i"' ^i" (oder eine beschränkte Anzahl ron) r gehSren; dies! 
ist aber nicht der Fall, dazu bsstinimtemip und ifi unendlich viele r gehören weri]en. 
Diese OletohUDg ist also bloss eine Gleichung zwischen <p und i^. 

IL Han kann «ie finden, wenn man in den beiden Gleioiiangen der 
KviTB 1 = 1 cQg (p eo« ^, 7 = r tin qi eo« ^, z=:r«iniff setzt, und r eli- 
minirt. Es ist diess schon daraus klar, dass bei bestimmtem tp und \p unter den 
unendlich Tielen zugehörigen r der Fläche, eines das r der Kurve ist. Han kann 
jedoch auob «nntittelbar die Bichtigkeit nachweisen. Sey ¥ (X, Y,Z)=:0 dieGlei- 
obung der Fläche, erhalten dnroh Elimination von x, y, z ans 

T = -^X.Z=^-|-S, I(i,y,zJ=0, ^{i,y,i) = 0. 

von welchen Gleichungen die zwei letzten die der Kurve sind. Han setze nun 

X = i<(M^eoiVi T = rt«n^«o«^, Z^rftnifi; 

l=feoia eoiß, j =pwioM.jJ, i =etinfii 
so ist ß, a, ß an eliminiren zwischen 

tffp = iffa, -i^ = -i£~, {(neoiatoiß, ftitiaeoiß, fiinfl) = 6, 
wonuu zunächst hervorgeht, dads r nicht in der Kndgleiehong vorkniunL 

Goot^lc 



Aiu 4r9 =: tfftt folgt entwader 9 = a od«r 7) := o + )T , (U 9 und a swiMhcm 
4 nod 2» liegen. Fflr fi = aiite<M9 = 0M«, «tie ty^^'tgß, tf — jli d» ^ lud 
^ cwiwdien — -ä-wid +'o" Hegen; fOi tp = ei + ii ut tipaif^ — 00t a, »lio ^ ip 
= — ^|S, ^^ — ß, Denuneh 

mtwtiai 9 =: a ,. if =^ fi , oitrp = a + n, ip^n—ß. 
Dsdvreh werden die iwei letsten der obigen Gleichungen: 

t(t«M9««*<f, («te« 00*^1 (Mut) =0< llfQ^'WtM^t 9*i»9«o*'P> ((fav)=0. 

. oder 

t(— t«Mf »MV> —»•*♦••*♦. — pfMl»)=0, r, (— p«<U*F«M*, — pMNveol^ 

— e»Mi#) = o, 

swiuhen denen g m BÜminiren iit. Da im iweiten Sjttem bleu — gm die Stell« 
Ton t/ getreten iit, so geben beide Syiteme dieselbe Endgleiehnng nnd uieli dieeelbe, 
wie wenn nun 

i^ieo49 eeip, y^rnnytoif, ■:=in»fi 
geteilt, nnd T eiiminirt hätte. 

in. Die Oletohaog <b) in §. 80, II wird jetzt nicht angewendet werdea kSniten, 
da die Fliohenglaiabnng r nioht enthält. Wir werden desihalb die nllgeBieiiie 



//V'<>0'-QO'"" 



•0 raOnibnaen haben, dau wir etwa r und 91 all neue unabhftngig Teriatkrliehe 
«uehen, wobei wir an §. 168, 11 erinnern. Ea ergibt aioh nach §. 79: 



~JJvl\Jbti9 B^8rj+V,B,8r ütij ^KüTt^ J^t^J V* 

(v«rgLi69,I). Aber 

fix . &V Bt 8* 

-2- = wtt>eM* — i«MrM"Vn~> s— = reMf «o*t — r»m»»i»»ji, 

^=s — r«A.»eM» — r«o»»»i»tp — , ji = »i«»«oit— riM»»««» — , 

8i 8t 81 ., 81p 

j^ = r«M»^, — =««t+r«>«t(.^, 

:r«w*(i — r'»*nt«w*(i^ = !<»•»(«>#»— r»*.»-j^V 

- = r(W#»p — l-r*H>««N>f <o«t+t'«faf «w't^, 

B» , ,6» 

r«w»«»t«»if— r»in»r^ + r'«(«f ao«*»-T^. 



Bi8j_£ 
ar 8t> 8 
81 Bx__B 
e«i8r 8 

er 8» e< 
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iralellM nun die allgemeine Formel fQi diese F&lle iat. 

IT. In der beiondern Aufgabe die wir im Äuge haben i|t ifi unabULngig ron r, 

e* 

ftlJD -jT-^O, nnd die allgemeine Formel triiA zn 

Will man nnn das Fl&ehenatOok haben du der Fahratrahl beidirieb, indem er Üoh 
mit leiaem Endpunkte auf der doppelt gekrümmten Kurra bewegte , ao aind die 
Grämen ren t:0 und q, wo ^ der Werth des Fahntrahli der Kurre fUr dataelbe 
<p nnd 1^ itt, die der Fläche angehören. - Sind also (p^, ip, die luiieriten Werthe 
Ton q>, «eilt du Fl&ohenatQak: 



i/yv^^^^^^m''- 



Dabei i«t jedoch «u beachten, das« die Formel Torauuetst (§, 80), daai wenn da* 
zu bereohuende FlttehenatQck auf die Ebene der ij (in der <p gezahlt wird) proji- 
zirt wird , kein StQck der Projektion auf ein anderes fallen darf, und wenn man die 
Projektion dnrehtSoft, ip fortwährend wkohat. 

Wat 9> and *fi betrifft, lo bilde man aua den zwei Gleichungen der Karre in 
FolarkooTduaten (II) die Oleiehnugen 

F(e,,)=0, F,(t,,)=0. 
*o gibt die ante fi, die zweite tfi. 



J, Vi— e'*A.'> M_mVl— b'""'*"' <'■ 

BeEeiehnet man dasselbe dareh (ü, so ist 

8m y» i — m'(l— •'«•'») J» 1— m' + m'e'fAi'»* 
Seteea wir m^«Aia, so ist 

8*^/1 * »m*'y8» _ /^ «eof'-*a ■'■<g"» «t^'y ^ 

8m Jt ei>t'o4-*'»w»*o*t«'» Jt t*'iin*'a l+t'tg'arin'v 
Aber 



i.sanyGoOC^Ie 
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wie mui sni-der Formel 

totaii findet. Dkrent folgt 

e*_ 2«o»*— *g ('j,,, .,_, (gp— 3)(gii — 5)...l «^ 
flMi~»»-»iit"« ^ '^ "(gn — 2)<2ii — 4)..2 2 ' 

•'^ <2ii— 4)(2d — 6)...2 2 -Zj 



G 1.8.. (211 — 3) ,_ 1.8..(2ii— 8)e'—< 
.4... .{2b — 2)^ 2.4..(2ii-4) <?■» 



Da m = «M « , ao ist 



2.4. .(2n— 6) (jr»o '"-(/' 

6«_6# 1 



e»- V2.4..(2b-2) J tin'« 2.4..(2n-4) y««»» 

* -J ■*■■•. J^W ,^-.v.-^ -.^-J*°- 

Die Konatante beitimmt aioh duroh die Bemerkung dMS ^ Null ist Nr m=0, 
d. h. R^O. Die hier TorkonuneiideD Integrale kOnoen alle bestimmt werden. 



8* „y* a» ^ 2 /" 8y ^ )t 1 

On yo «o»'« + e*««i'fi«»n'B eot*aJ l + e'^'arin'» «"'" V^l +»• (j*o 



yy !-•■'■(»'■ y. M-«».Vi-,'»«',>'Vi-»'"»'» ' 



• y (y'oVl— 8i'««>'" 



I 
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UMimg dn«r Detandoiuite. ' 






Fflra = Oii 



/o Vi — e'«"'»' M— tiaa\ 1— e'ftn'»'' 

«. 

ElamuM d*i Thtoiie da Datcimmantcn mit hithv febStendcn Aavandtinfaii. 
L Hkt man du Sjiten^ von n Gleichimgen de« enten Grades mit a Unbe- 






<1) 



■», »i+l«,, !,+»■,, !,+... fcl,BXB=CB, J 

wo alfo a,. , den s"* Eoeffiziefllen in der r"" $)leiohaog bezeiclinet, und Imt dieiu- 

Sjitem mal, lo liftben die Werthe von x^ , z, alle denielben Nenner , weleher 

die D stein in ante dei S^itenu der Kooffizienten in (i) genannt wird. Dieaelbe 
wird na«h folgender Begel gebildet: „Man bilde ans den EUamenten 1 , 2 , . . , n alle 
mOgliohen Terietzangen ohne WiedeTholimgen, ond betrachte jede Gruppe als eiste 
Zeiger an die s, denen mftn dann alt zweite Zeiger der Ordnung nach 1, 2, . , , , n 
xosehreibt. Diese KoefExienten geben eines der 1 . 2 . 3 . , , n Produkte , aas denen 
die Detenoinuite besteht, und es hat dasselbe das Vorzeiehen + oder — , je nach- 
dem ia der Grappe eine gerade odei ungerade Anzahl höherer Elemente vat 
niederem steht." 

Bo. Ar 4 Gleichiingen hAtte man die Versetmngen von L, 2, S, 4 an bilden, 
w«ldie sind: 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 
2431, 3124, 3142, 3214, 3241, 3412. 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 3421. 

Nach der angegebenen Regel haben da« + Zeichen die 1., 4., 5., 8., 9., 12., 
13-, 16., 17., 20., 21., 24.* Gruppe. Sesshalb ist die Detenninante: 



• 8e ■■ B. die Grappe 2481 , «eil 2 *of 1 , 4 Tor 8 , 4 Tor 1 , 3 ni 1 Melrt. — Dtt 
Beweis, daii die le gÄildet* Detemlnwt« wbkUdi dei Setmat der aus (1) geMgen« 
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•iH «l-l«»^ •»'! —»i« »I'l ■*•! «1« — "H« «1« «1« »l't-*- *ill »ll »l'l »•'»*'- »•'•'»'•'l'» *i*»~ 

■i'i »»^ ^.| »1« -t-»»'i ■»'• Ni *i'4 +*in »i.i »«.i ».'»— »1.1 »1.1 »t'i »•.»— N-i »..»*•'» *»••+ 

•l-l«.-«*4.|'H-t+»l'l»*'l»i-»»l'.— •l.i*..I«J«»l.*— »•1»l'l»»'l"l'»+»4<l»l't»«'l»l'«+ 
»4.1 »«.I «1-1 •»« —»»1 »l«».'! "l'. —"•«»»'» ■n'l't+H.l «i-l »VI »l'f 

Uui pflogt ftUgemeiD die Dplerminftiita de* Sjatenu (1) durch 



' in beieichneii, WBloben Auidruok wir aincli häufig durah A. bezeiohnen werden, nin 
in Druck und Schrift niu küiiei fiusen zu kOnncD. Zuweilen bezeichnet mui Aa 
Mioh dnrok X(+s,,( a,,| . . .&,, k). Ea kana hier niobt unsere Aufgäbe le^, die 
gwue Theorie dieiei Gattnng Ton OrOsien dartuatelieu , Tielmebr wollen wir nur 
einige Anwendnngen davon auf den GegenstAud dieses Werke« machen und zn dem 
£nde nur diejenigen S&tie aus der Theorie nachweisen, die uns gerade noth- 
wendjg sind. 

IL Zwei Gruppen der Determinante, die nur dadurch rerschieden sind, dass zwei 
ertte Zeiger ihn Plätze getauscht haben, zenat Alles gleich ist, haben Tenehiedenei 
Zeichen. So haben oben die Gruppen a,, ^ a,, , a,,, a^,^ und a^,^ ^it, H>i »t>« 
rersehiedenes Zeichen (+ und — ). 

Dm diese Behauptung ni beweuen wollen wii zwei Gruppen: 



.-*.,. 



betrachtes, in denen ausser der Yerlauschnng Ton r gegen * Alles gleich ist. Da 
~ es hier auf die zweiten Zeiger nicht ankommt, so wollen wir diese Gruppen so dar- 

(»)=. -I.. r-. n., .. in... ;{»')=. ..r... ..II'-.. -nr..., 

wo wir durch I, II, lU und eben so durch V, II', III' die zwischen liegenden Ele- 
mente beseichnen. I und I' haben ganz dieselben Elemente n. s. w. ; zugleich sej 
etwa I > r. Wir vollen femer sagen , ein höheres Element Tor einem niederem 
gehe eine Torsetzung, und es geben nun in (a) und (a'), wenn man r und s sich 
wegdenkt, alle Elemente a Vorsetzungen ; ferner gebe In (a) I gegen r : ß, gegen 
s;^', U gegen s;}', r gegen I1i8,t gegen III :^, a gegen III:« Torsetzungen; 
alsdann gibt in (a') aueh l' gegen r : ^, I' gegen s :ß', s gegen III' : e, r gegen 
nr : 0' Torsetznn^en. Sind weiter in 11, also auch 11', im Ganzen e Elemente , m 
sind davon d kleiner als r vnd y grösser als s, so dass e — 8 grOsser als r, e — j 
kleiner als ■ sind. In (a') wird somit s gegen 11 gebeh e — y, W gegen r aber 
e — S Tortetzungen ; endlich gibt s gegen r in (a') noch eine Torsetsung. Daraus 
um folgt, dass die Anzahl aller Torsetzongen ist 



■ disBegd s 
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ia(»'J:«+^+jr+4'+«+e — 7 + e — «+l = k + 2(8— y~«)+l, 
' BO dau die Dlffereoz bei^r unger&de ist. Iit rIso in der einen Gruppe die Anzahl 
der TorMtznngen gerade, so iit sie in der andern ungerade, nnd nragekebrt. Damit . 
iit unsere Belianptnng bewieaen, 

Daraas folgt dann anch, dass ea in A. eben xi viele Omppen mit dem + Zei- 
chen, als mit dem entgegengesetzten geben mass. 

III. Da man die Versetzungen der Elemente 1, 2,..., n aus der Gruppe 12.. n 
nach einander dadurch bilden kann, dass man allemal nur Ewei Elemente gegen- 
seitig tauteht, dadnrob aber jedesmal das Zeichen , der Regel gemäss, geändert 
wird, so kann man auch sagen, es habe eine Gruppe das -(- oder — Zeichen, je 
nashdon die Anordnung der ersten Zeiger ans 12 . . u durch eine gerade oder unge- 
rade Ansahl gegenseitiger VertBUsohungen je_ iweier Elemente berrorgebraehl 
werden kann. * 

Daraus aber läset sich veiter beweisen, dass dieselbe Determinante heraus- 
kommen must, wenn man die sweiten Zeiger peimnürt und die ersten in ivr Ord- 
nung 1 , 2 , . . , a zusetzt. 

Denn gesetit auf die in Nr. I beschriebene Weise entstehe^m auf die ange- 
gebene aber A',. In jeder Gruppe von A. tausche man in jedem Element bloss die 
swei Zeiger, so wird je eine Gruppe entstehen , die auch in A'. Torkommt, und dort 
dasselbe Zeioheii hat, wie die betreffende Gruppe in A. (gleich sind sie freilich nicht). 
Durch eine so dnrohgefikhrt« Vertauschung verwandelt sich also A. in A'n . Denken 
wir uns nun eine -bestimmte Gruppe von An, die wir mit k bezeichnen wallen, so ist 
dieselbe naoh den zweiten Zeigern geordnet, w&brend die ersten in einer Zusammen- 
setzung sind , die durch m Tertauaohnngen je zweier Zeiger aus 1 23 , , n entstaa* 
den-seyn «oll. Tertausoben wir nun die Elemente in k, die dnreh ihre ersten 
Zwger chatakteriiirt se^n sollen, in derselben Ordnung, nur rQckwärts gehend, wie 
die Anordnung der ersten Zeiger aus 12. . n entstanden ist, so werden diese Elemente 
schliesslich nach den ersten Zeigern geordnet erscheinen, während die zweiten in 
einer Anordnung sind, die aus 12.. n durch in Yertaugchungen entstanden ist.** 



'* Jade belisUge Conplexion der Elamente 1,2,..., n musi aothweudig durch auf 
einondsr folgende Teitauichungen Ton nur zwei Elemeutau harrorgebracht werden kUnneD. 
So atu 12345 die Compleiion 4132E. um 4 an di« erste Stella zu bringen, schreibe man 
etwa naoh einander; 124311, 14236, 41236; am Jetst 3 sn die dritte Stelle zu bringen: 41326 
nnd man ist fertig. Es gehörten also 4 Tertamchangan zu ; deuhalb haben 12346 und 41326 
dasselbe Terzeiehen. ^ 

<■ So kann 62413 ans 1234S entstehen nach dem Schema; 1234G, 12436, B2431, 62413. 
Also ani der Gruppe o,, i >i.t a,, , a^^ a,,^ , die in Aa Torkommt, bilde man nach einander: 
H'> •*'> »fi H.i ^'t< N'«*i'. »..1 ».-. a,,,. a»,, a,,, ■„.a»,, ^,,, so enthalt 
diese genau diaselben Elemeuta, wie eritere; sie kommt aber In A', vor, da sie nach den 
•rztan Elemautan geordnet Ist. In Au hat £e Gruppe a,,, a,, , a,, , a,,* a,,, das 
— Zeichen, da man drw Vertanschui^^en loruehmen masste, um tob 12346 auf C2413 zu 
felaii|«n: in A'nhatdie Gruppe a,,« a„, a,,, a«,, aj,, ebenfalls dos "Zeichen, da man, 
nm Ton 12346 aa[,42631 zu gelangen. Ja abenfaUi d^i Vertauschnngen TOiaahm: 123M, 
42361, 42S31. 

Coogic 
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Diese Onipp« gehört Bb«r au A'n, da sie ja nack den ersten Zeigern geordnet ist, 
und in A'a h&t sie dasselbe Zejcben wie \, indem dasselbe sich nur nach m richtet. 
An und A'a haben also dieselben Gruppen (wenn anch anders geordnet) mit den- 
Belben Zeichen, und sind folglieh einander gleich. 

Wie schon bemerkt, entsteht A'. aus An auch, indem man a,, , gegen a^ , rnii- 
tauscht,, wo.t und ■ gleich I, 2, . .. , n sejn kQnnen, so dass also 



• ">.■ 



■•Hl' 



• Vi 



»!,»••».« 



IV. In jeder Qroppo ran A. kommt der erste Zeiger r (= 1 , 2 , . . . , n) nnr 

einmal, eben s« der «weite Zeiger s{=^ 1, u) auch nur einmal Tpr. BeUaoht«t 

man also diejenigen Qruppen, die das Elemrnt ac,i enthalten, so kommt in ihnen 
wodei a, „, noch a. , vor, wo ß^ 1, 2, . . ., u. Daraus folgt leicht, dass alle diese ' 

Qmppen zusammen =± ai, ■ g sind. Lftsst man hier r =: 1 , 2 , . . . , n seyn. so er» 

hält man alle Qnipppen in Ai, da jede den zweiten Zeiger s einmal enthalten muss. 
Daraus folgt: • 



8A. 



•iH.,' 



Wegen (3) ergibt sieh dann sofort ; 

Ferner ist, wenn s und r verschieden sind: 

8A. , eAi , , BA. 



(5) 



Denn es stellt diese GrOsse den Werth von Aa tot, den man erhält, wenn man über- 
all an die Stelle des ersten Zeigers s den Zeiger r setzt. * Da aber je zwei Gruppen, 
in denen nur r und s Tertanseht sind, rerschiedenes Zeichen haben (Nr. 11) und jetzt 
gleich werden, so ist der daraus folgende Wertb Ton A> Null. Aus (3) fol^ dann: 



■teilt die Oesamaitlielt aller Orn^yeu ti 



-- iCeht dieiei Element nicht. Oa: 



?_ ...11. A!. n. .v-ii .ii„ fi _ i„ jg„„ Oberhaupt 

Ol Iblg^ daiB in ■,. _ 
■ ■ ••• • das Element a,. m nicht mehr Torkommt, Tielmehr a,, u au seine Stelle getreten ist. 

Demnach iiC die OiOste anter Seite ia (b) aus A, dadurch gebildet, dau man fibeiall an die 
Stell» dsi aisteo Elementei ■ das Elsmant t eintnig. Die lAmmtiicben Tenetiongen der 
ersten Elemente kann man aber In iwei Gruppen sbtheilen so, dass Jeder Tersetnmg dereinen 
Qrappe sine der iweiten sagehart, die bloas dadntch ran ihr rersehleden iit, data r and s ge- 
tauscht warden. Solehea eptspreehen (II) Tenchiedene Zelehen. Da maa aber jetttadarshr 
it gleich, haben aber rersehisdenes Zaiehen, sc dass Ihre Samme 



enetit, so werden sie u 
NoUlst. 



Google 



V. Man multiplkire die erste Gleiohung (1) mit k—", die «weite mit t — — , , . 
. ., die D^iuit g^ — und addire, indem man die Gleichun^n (4) und (5) beachtet, 



woraus sofort x, fol^ (g=:I, 
langt, so entsteht sie aus An, w 
Sie ist also gleich ; 



. . ., n). Was die Grösse zweiter Seite aube- 
D man ffir ai, ■, ai,g, ■ . ., &b,i setzt c,, C2,.^C|. 



, a.i,t—i- 0|. »1,1+1' ■ 



Vi- Vi »m,i-f eo-Vi+i- 

VL Gesetzt mau habe das nfadie Integral 



/"•/"- -ß"- 



das wir als ein bestimmtes ansehen wollen und worin P eine Funktion von X| , . . ., 
X B ist , und es solle dasselbe umgeformt werden , indem statt x^ , . . . , x^ die Grös- 
sen Zi,..., Zn eingefiihrC werden, die mit jeDen zasaminenhängen durch die Glei- 
ohuDgen. 

i.=».(», in).i, = v,(^, z.), ...,i.=».{i„j!„..\,ia). (9) 

Senken wir uds nun (§. 79) es werde Xs durch Zg, dann x.— i dnrt^ za— i, . . . 
ersetzt; so hat man gemäss §. 79 zuerst ^ — zu bestinuaeo ftus; 






8v, Bi^_. 



Folgt hierans g — = ii- , so ist nach Nr. V: 



./Goo'^lc 



Al%eni«fai« tJnibraHn^tfiiniiel tSi iMh«h* bt«gn1a. 



».-i «».-i 



8^1 8^ 

B«.' ~B.,'" 






8», »•, j 

Ti^'~F^' "■~8i,_, 
8»a_, 8»,^_, B»i,_, 
"8Ü7 ' ~ 6^'"~8v^, 

8»! _^ J 

■ Bi,' Bi,* '• ~»i._, 



Wm diese «wei GrOHen «nbelangl , ao ist leieht zd sehen dMS : * 



ä»,^ »f.-: 



Iit nanmefar Xn ersetzt, so bestimmt man g aus : 



* Vli mOisaD biet noch Einlgas In Being ant die Theorie einichalten. — An der in I 
"■gegebenen Bildnngiwelie der Detenuin&nte (2) gebt harror, dui Jedsi einielne dei Pro- 
dukte, ftoi denen aie beatebC, koB ]eder der in (2) Torkomm enden Harltont&l- ond Yertikkl- 
reihen Je ein Element enthalten mau, mu keiner dieser Reihen aber iwei entbklt (TV). Die 
Deteiminsjile H enthUC In Jeder HorltonCftlreihe □ — 1 negatiTe Oüader ; sie entfallt »Isa 
DOthwendig in jedem Pcodnkte n — 1 selcher Glieder. . Setit man also alle Elemente peiltlr, 
. se ist die Determinante eigentlich mit (— 1)'-' nolüpliurt -worden. 

Tertantcht man in einer Detarmiaante (2) irgend zwei Horitentalteiban mit einander, so 
«eebselt die Detenninante bleu das Zeichen. Diese VertauBohnng kommt anf ein Tanschen 
der eisten Zeiger r nnd ■ ini&ek, so dass statt der Ordnung 12..r..s..n Jetzt die 
12 . . . B . . . r . . , n gilt, wo das erste mal r niederer ali i , das andere mal ■ niederer als r ge- 
rechnet wird. Bildet man ans 12..r..«. .n alle mDglicben Terselsungen und dann die De- 
terminante A. nach Ij bildet lodaan naeh derselben Weise die VersetEnngen nn lZ..s..r..n 
nnd ebenfalls daraas die Determinante A'a nach I, bo werden die Orappen, die in An Toriiommen, 
alle ancb in A„ enthalten seyn, dort aber das entgegengeaetite Zelehen haben (IQ, indem 
s. B. die in A'n Torkommende Gruppe a,„^ i ■ • a, n . . a, » . ■ a, ^ dauelbe Zeldian hat wie 
*«, 1 ■■ 'j, e " "r, /i ■■'»,» '" ^n' ''" »erBohiedenes roii a^_ j . . a^ p . . ,,^ p , , a,_ ^ in A,. — 
Naoh (S) ergabt sieh sodann , dass ein Tsosehen sweier Tertikalielheu dieselbe Wiriinng hat. 

TerBchwinden in der ersten Horisontalreihe alle Glieder bis anf das erste, das 1 sern soll; 
so kann man diese Reibe gans we^assen. Diess ergibt sich ans (1) farB = l; dann ist 



= 1. 



= , also An = ^ 



8^.. 



Letctecer QrKsse ist aber di 



I denBelben Reihen mit Anssohlnss der ersten Horiiontal- nnd 
ird also ueh, wenn In der ersten Vertikalreihe das erste Otted 1, 
aUe andern Null sind, die erste Horiaontal- nnd die erst« Vertikalreihe wegfaUM. 



3^^ 



- lat Hlbrt fltna D«t«n>iln>Bt«, 






Folgt Mereus g^ = ^, aa iat M'=(— 1)«-<N. wÄhrend N' aus N folgt,, 

wenn man dort staU n einsetzt n — 1 , d. h. Reilieii auslBaelit. Dmb dugalbe 
GeMtE foitwIJireiid stattfindet, w( leieht zu übenehen, und-weim ~ = — , -— a . «o 



= - n'*~*', wahrend n"~*'c= 



Bf, 8£j 
8«,* 8i, 



■ B«. 6», B»,8i,'" 



*"" 8^~ k(»-») ' •""'*** =N • »mdN' '=— g^, »0 dass da soMiess- 

^«^BT'e^^ 

/Bii/Bi,.../p6i. = (-l)''*'^y*8i /8»^j..../pM8i,; (11) 
wo H durch (10) gegeben ist. (Vergl. noch XV.) 

Vn. Die Grosse ä vird nach Nr. lY keines der Elemente der s*"^ Vertikal' nnd 

der r*™ Horizontalreihe Ton (2) enthalten. In all den Qruppen von An, in denen 
Ar,* voi^ommt, nimmt diese Grosse die s** Stelle ein, und nur diese ßruppen kom- 

8A, 
men, mit Weglassang toh a,^, , in rr — ^or. In all den Gruppen nun, die letztere 

Grosse bilden, sind die ersten Zeiger 1, 2, . .., r — 1 , r + l, . . ., n in allen mOgli- 
oken Weisen rersetct, nnd daneben sind der Ordnung nach als zweite Zeiger ge- 
schrieben 1,2 S~I,a+l, .... n. Würde man also in (2) die «"Vertikal- 

nnd die r** Horizontalreibe weglassen und dann die Determinante bilden , so scheint 

8A, 
ei, erhielte man ^ . In allen Fällen erh&lt man dadurch die in letzterer GrOsse . 

Torkommenden Gruppen und es &agt sich bloss, ob daa Zeichen derselben anoh das 
ist, was der «ntspreahenden Gruppe in A. zakonunt. Zu dem Ende stelle (a) =: . . . 
a,. eine Qmppe in A, Tor, so wird (a')i=. ...0 .... die entspreobende in 

3 — - TorsteUeu, wo durch angedeutet wird, dass kein Element dort steht. In d« 
ersten Abtheilnng Ton <a) stehen s — 1 Elemente , in der zweiten n — s ; Ton den 



40« 



Di« KoeffliieDt«ii «i 



ir Qledmng dänh dia Wnruh uugedrüekL 



enten sejva a er»te Zeiger Ueioer aU r. alio i — a—l gtaitet als r, in der «wei- 
ten leTen ^ kleiner als t, aito n-—»~~ß grüiset. Die Elemente, wenn a,. , we^' 
gedftcht wird, msohen etwa f ToTsetzungen (Nr. II), Aladann ist die GeBammtziihl 
aller Verletzungen in (a):}' + s — u — 1 + ß, in (a') aber f; aber es gibt im Gan- 
zen nur r — 1 Zeiger, wekhe kleiner seyn kOnnen als r, so daas a + ß = i — 1, 
d. h. wenn 'in (a') y Vorsetzungen sind , so sind in (a) ihrer 7 + 8 — a — 1-t-r — 1 
— (t = 7 + s+r — 2(a-t-l). Da immer 2((rH- 1) gerade ist, so wird also nach 
der Regel (a) dasselbe Zeichen haben mit (a')i wenn s +r gerade, Terschiedenes, 
wenn r + s nngerade. Da diess Bit alle Gruppen so ist, * so hat man : 



' *t-i, i—v *i— 1, H-i • 

■V+i,^i'*rfl,.+l' 






Vnr.Seyena,,.., 
. . . -«-A,i-t-A,= 



:ndie(Terachiedenen} Wurzeln derGIeiobnng x°4-A,_ii"~' 

i ^ F (s) , so ist also 



. -I-A,a, + AB = 0. 



HnUiplizirt nwn diese Gleichungen mit a, , . . 

»,-t-a, + . . . +»,=0, 



o folgt durch Addition : 



Hy> 



■-.■:> 



Indsiq T + s far alle Oruppen dasselbe ist, und nur a and 7 sieb nn Oi^pe so Omppe 
Indem kODoen. OabrigsDs folgt die« aaoh aus dem in d«T Note so Nr. VI gezeigten, indem 

man zuerst dnroh Wschseln uFeiar ben »ebb arter_ Vertikal- nnd Horiaontalreihen die ftosin- 
werfandeo Gruppen sn erster Horiiontal- ood Vertikalreiha macht, und •^•^•m aS» ibra Ele- 
mente , bii auf das erste , Null macht. 



Goo^^lc 



Die Ko«fBifeDt<m Un«r Oleicfanng dnroh dl« Warzaln aasgedrSckt. 



■o ist DukNr.V: ■i^'ü 



+ ■■•+«■ 



t 8M »__±/' ■■ SM 



DeD QleichuDgeu (12) wird flbrigens, wenn r: 
-:. (nach §.30, IV), so dasa 



- 1 , genügt durch % = 



_1 1 M 

dM 



"•"W ^ita'^S 



deo. Tilgt man in {\Z) die erste Vertikal- and die letzte Horizontalreibe, und heisst 
M. die dODD entstehende Determinante, io ist rz:r=( — \y~*VL. Ist »her 

1 1 8M, 

Ff W = (i— «i) • •'• (x^aj, so ist ganz wie so eljeo p-^=^ ._g .°-s.w., 

so dasa wenn 

FW=(j-^)..(,-.j. r,w = (.-.^)..(i-..)....,r._,(.)»(i-^_,)(.-».)! 
-5i^.(-,)-«..-!^-(-.)-X i^ = (-.)-M._.. 

' 8M, , 
... ?^=<-«'^-.' 

man hat >!„_,= „ '_ ,„ =«0 — «■-!- Mn-i = l. "nd 

1 (-1)— '11, 1 (-1)— 'M, 



f'W~ 



■r.'K) M. F-,,-« («.-,) 

(-l)'M^i (- !)■ 



H = (-l) ■ F'<a,)F',(.,)-r'._,(".--4) = ±("i-"i)C".-«,)- 



Goo'^lc 
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IZ. Betrftoht«D wir das n&ohe beitimtnte Integral: 

ye.,yex,..yf(..)F(x,)..»(i,Ki,-x,)(i.-x.)..(».-«„)(i.-i.)..(i,-x.)., 



■o ist dMMlbe nach Nr. Vm gleich 



-1) * y8i.yBx,..yt(.,)F(i,)...»(i.) 



1. 1. 



we auD, wenn man die Detenninante entwickelt, dag Ganze io eine Reihe einzelner 
Integrale zeif&llt, die als Produkte einfacher Integrale erscheinen. 

X. Hau habe die lineare Di&brenttalgleiefaung; 



, A,, Ag bekannte Funktianen tod x sind, und es seyenyj, y^, ... ja 



CXinktionen too x, welche der (14) genQgen, 
nod anninmit ; * 



ganz wie in Hr. VIII; 



«tT. + ».T.-t----+Vn = 0, 




».T', + hr',+ .-.+a,T', = 0. 




..,.'"+.,..'■'+...+ vi" - 




..tJ-'+st;-''-*-- ■■+'.<■ 


-1) 


l/'Jn) 6M , (.) 8M . 


(• 



_ J./" <■> «MW 8M (.) 8MN 



(n-1) (B_l) 



7.'°' -t:Ä._i ,,(■-')+.. 



• + A,7i'-+-A,r,=0, 



■■ + A.yB' + Ä„r.=0, 



Goo^^lc 



Gemiss (40 Iit wolt 

(■-■) 8M (.-1) e« I (-0 SM 

BierBiM folgt nun, wenn man nacH x diflbr«iuirt: 

dH (.) BM _, (') 8M . (») 8M (.-i) <t 8M 



Nadi IV enthiUt ^,_j. weder yr , yi , . ■ , 
•o dasi wenn zur AbkOrsDii; — u^^^^" 



r-Ti - 



67= 



wo man das Glied ö — ü) i^ mitreclinen kann , Indem et rmk sellNit Nnll ÜL Uan 
kann also letKei) : 

WO dai Srnrnnenseiahen sidi auf alle Weithe Ton s, von bü n — 2, bezieht, 
Darana folgt 

wo X', sieh auf die Wertlie r^ 1, 2, . .., u bezieht. Dieie GrOsae iat anelt 

wie man sich mimittelbar Überzeugt. 
bi anderer Anordnung wird sie * 



, Gooi^lc 



410 Au n—i 1 biktmiteD AaflAiai]g«D dar GlaiehiiB{ (b) dei J. 10? . 

SÄT.« .(_„»-» j^ + ,,»-..j^ + . .. + ,.<-.. j-^J. 



W 



»ine DetenninMite ist (TU), lo ist aaoh (i): 



(-y.<- 



8r,'"' 



= '•'■■" fiTSf +- + '■"•" 



wo dM Glied ;r''~"ö — ^ allerdiog^ ron Beibat wegf&Ut. Also iat die oben betraeta- 
beie QrOsae (&) gleich 

• *^'- ,-^=*^'-'-.-^ 

Wegen <6) i8ty,'**"g — ^ "^' ■■ + ?■*'*" aTlö = 0, Bodut also (a)=0 und fol glich 
rfM_ ^„, EM 






— /"A.-, <Ji 
M = Ce ■' . 

Demgremfaa ist auch (IT): 

, „ 8M , „ 8M SM „ — /■ä,-,« 



«-,.-&,,(-.i— , + ... + ,,-iiR,.i-ii ._„ + 



„SK,^ „V « „es* , ., ,^„, ,. „ 8K, 



By, By, By» 

_,_v <■+,>/' «-„ 8K, , ,_„ 8K. , . ,_„ BK.-\ 

V V <«.. r (—11 8^ _._ ,i_„ AK. _^ _,_ ,._„ »K, \ 



die noDh feUeod» ■** la fiadea. 
8H _ eH 



Setit man die aweil« Seite gleieh £, «o sagt otao di« (b) au», da«i y» der 
GleichoDg r 

8"-'« B"-*! ■ 



genDge. Da ferner, wenn nicht r= n (IT) : 






-'■l^=« 


H> genQgen j, , .:., j,., der Gleichuog 





B7^ + ^-'äl^* + . . . + B, . = 0. (e) 

.Oem&sa 9. 116 kann man aber dea allgemeinen Wertta Ton z finden, der (b') 
genOgt, wenn man die n — I Wertha kennt, welche (e) genfigen. Die dortigen 
Gleichungen (e) heisien : 

8C, , eC—i „ By, PC, . ej,_, 80.-, „ 

OS Ol OS OZ Ol 8x 

' »—y. 8C. . , e— y-i BC..I - I— ;, «C. . "»— y-, eC-,._. 

■6?=!" »I ■^ ei— ' 81 -"• 8x— • 8«'*"'^ 81— • >i ~V 

wonuu Dftoh V: 

, . «ir^' .'"-» ■'^=/"4 .',1. j.+i,. E,k..»u.. 



6j;'-" ' 



welch Letzteres aofbri ans Vn folgt, war + s:=;2ii. Demnach ist allgemein 

* = Ci T. + C, y, + . ■ + Cn-, 7.-, , 
C, wie eben. 

Einer der Werthe Ton z ist aber auch = y^ nod da e = G, 7f + . . + E_i y,_i 
der (c) genfifl^, 80 wird man setzen kOonen 

fi BN , 

r.=«.rt + «,ri + ---«— iy«-i. "»^y n "ep^^^i" ' 

' ohne Konstante. * 

* Man kann ülerdingi aneh Ntien yn = C,yi + .. + Cs-.iyii-] nnd findet dann, daii 
der (14) genfigt «itd dbrch ef, y, + .. + e,_iyn-i + ai.yi., wo e,, . . , e„ Konstanten, d. h. 
dnrch {e, + en En) y, + , , + (b_i + e. E„-,) y._i + (ot y, + ■ . 4- Ob_, y.-i) a,^ Daians 
aber folgt sofort, dasi «t gtnftgt, y, wie angegeben in nebmen. 



. Goc^ic 



HnldpIikUiDn iveier DaUnniDanteii. 



Kennt man die Funktiaiii 
so genigi ihr ttuah 



elohe der (14) gönfi^en 



.,.„.=/ 



.-/A.- 



) N die oben angegebene Determinante 
,^„ eine lolohe ist, 
XI. Getetzt, man habe neben dem Gleichnngaijutem (I) noch dta folgende: 



und nach TU aneb 



(16) 



■0 kann mau, um J^, . . ., f ■ m erhalten, entweder Z| Xm anji (1) b 

io (16) einietzen und dann j^ jr. hieraus ermitteln; oder aber man kann anch 

X, X, aas (16) in (1) alnaetzen und dann jr, ,,..,y„ bestimmen. Beide Wege 

mOtsen natüiliob EU demselben Ziele fahren, und esnOsseo oamentlidi die Koeffi- 
sienten der o in 7^ , . . , , 7. in beiden Weisen genaa dieselben sejn. Ist nun U die 
Determinante (2), dazu 



schaben x^ x. aas (1) den gemeinsohaftlichen Nenner M, woraiu dann leicht 

folgt, das«7i, ..■,7.1 nach der ersten Weise bestimmt, den gemeinschafUioben 
Nenner HN haben. Verfährt man aber nach der zweiten Weise, und setzt: 



allgemein 
wor=:l n, u 



) s^],. . .n, so ist der gemeinschaftliche Nenner Ton 7,,. 



Hieraus folgt nun sofort, dass 



jyGooc^le 



HolUplikttioi) ■*«!«- Oeterminuittti. 



Vi- Vi. ■ • -. V. Vi- V. V. Vi- V. V. 

wo die nach (17) gebildet sind. Haa aieht, dui sur Bildung der c die Horicon- 
talreUieB der ersten Detennin&nte mit den Tertikalreihen der zweiten zq multipli- 
ziren sind. Beachtet man den in (3) auagedrü^ten Satz, so lielit nuw dua die o- 
aaeb in anderer Weise gebildet werden kQonen , so namenUich uich 

e,.. = »,,,bM + t,.gb^B4- -t-«,..b^n. (IT) 

Man kiuin diesen wichtigen Satz auch unmittelbar erwaiieD. 

Das eiste Glied t<h) B ist 

c,,.iifce...e,.. = £r(ai.ibi. ,)2,(ta.>bt.i)2.(ai..bg.O---. 

wo 2; sich anf r = l, 2, , . , n; £', aof *= 1, 2, . ., n n. i. w. besielit. Also ist 

ei.iCE.t...o,.. = %£,Z;...a,.,aE..ai,...,bi.,bt , bi., 

Die Determinante B bildet aioh aus ihren ersten Oliede, wenn man die erstm 
Zeiger der o in allen möglichen Weisen versetzt, und die so erhaltenen Glieder, mit 
den gehörigen Zeichen, summirt. Das Versetzen der ersten Zeiger der o ist aber , 
nach (17') ein Versetzen der ersten Zeiger au den a. Da alsdann in aj.rai., at.,... 
jedesmal fOr die einzelnen Gruppen dasselbe Zeichen erhalten wird, wie es die Regel 
meint, so ab hiemaoh 



= %2,£...bi.,bt..bi... 



W 



Da r, s, D, . . . der Ansahl nach n teTn mfisien, so ist die hier gebnuidite 
Determinante nach der Note zu Vi gleich ± H und zwar gilt das obere Zeichen, 

wenn die Ordonngr, s, n der zweiten Zeiger aus 1 , 2,..., n durch ebe 

gerade Anzahl Ton Vertaoschnngen Je zweier Zeiger herrorgegangen ist, 'das 
'— Zeiehen im andern Falle (Nr. 111), wobei allerdinga Torausgesetzt ist, dass die r, 

*. n sftmmtlicb Tersohieden sind, da sonst die Determinante in (d) Null 

wäre (IV). 

Legt man nun in bi., b^, ha, d... den r, s, u, ... alle WertheTon 1 bis n bei, 
ao werden in (d) die einzelnen Theile, (fir die zwei dieser Grossen denselben Werth 
haben, Null seyn, da e* dann die Determinante ist; also bleiben nur die Glieder, in 
denen r, s, u, . . . sämmtlioh Tersohiedes sind. Diess ist aber einfach, da die An- 
zahl n ist, alle möglichen Versetzungen von 1 , 2 , . . . , u. Demnach wird sich ans 
hi.i bt, 1 b^, .... nichts Anderes bilden, als die Determinante N in ihren einzelnen 
Gliedern. Ist die ZnsamnieDstellnng r, ■, u, . . . Ton gerader Ordnung (III), so 
hat das CUied das + Zeichen,' dann ist die Determinante in (d) auch := + H; ist 
die Zusammenstellung Ton ungerader Ordnung, so sollte dem Glied das ' — Zeichen 
aoeb Torgesetit werden; da dann aber die Determinante ^ — H ist, so kommt 
dieses Zeiohen wizkliob zn dem betreffenden Qliede. Daraas folgt mithin, dais 
R=Nlf 



jyGooc^le 



■ 8«.. 



Vmtommng «Idm bettimintra Tnta^TB. 

Sil. Se; «r.i dac Koeffizient tod »,., in der beterrainiyite (2), d. h. 
(IV). M irt 

»1.1. «],t. ■■■ ».■ 

■i.i> U >£,>< 

(19) 



Denn ut Aa die Determinante (2), Bs die au« den Elementen iir,«gebildete, so ist 
nach XI: 

jci.i, ei.t, . ... < 



et.t = fc. •Oh i-i-B..t •>■,«+ — ^..oi.. 

_ ' 8A. 8A, 8A, 

Aus IV tolgt also, da» die Elemente 0,,,, in denen r und ■ verschieden sind, 
■Ammtlloh Null siodi fQri = i aber o,. , =; A^ ae;. Demnaoh 

A., , 

0, A,. ..... 



A.B.: 



= A.'. B, = A." 



0, 

woduroh (19) erwiewn ist. 

Der in der Note an §, 173, 1 nachgewiesene 8 ati gehört bieber (Br = 3. Die 
Elemente a sind die dortig^en A, B, C; unsere Determinante Bn ist der dortigie 
ZUüer, A.=0. 



SUL Se; das Integral 



77/ ■'■"'■"•"■■ 



unumforiBen (VI), indem fSr x, , . . . , z. die neuen VerKnderlioben z, , . . , s. «in- 
gefthrt werden, so daas 



». — »1 ii — «, 



r + --" + 7 



- = i. 



t.— O, Em— », 

Setzt man wie in §. 172, U 
f(,) = (p_f.)(j-s,)...{j-sj. F(c) = {c~a.)(j-a,). 



Ööf^^lc 



Dmformaiig tAne» bMlinmWn tnWgt*'*- 



4ie 



«o ist (§.30) 

rM-'(ri _ r<^)-f(.,) i F(M)-t(>.) i 

F(e) i-N) (-■ . ■ r'(..) e-t. 

»',) 1 »».) I 

F'K) e-«, ""■■ F'(«.)p-i.' 

Setzt man hier nach einander ^ = Z| , . . . , Zn nnd beachtet, dau dann immer 
'f(^) = 0, aaiet 

_iW _! _IW _! , 

r-(>,).,-., ■■■ r-M.,-*,* • 



_iW^_j _iW_! 

r-w.-'. ■■■ r(..)..-..^ • 

woraus folgt, dass den (f) genügt wird durch ' 

.^_iW ,__U5il ,.=_IW M 

^ rW ■ ?•(•,)■■•■ ■ fW >» 

Verglichen mit VI iet also 
mittÜD das dortige M ^ 



1 


•i 


••-.- Z^ 




ff 




ffn 
». — I. 


'•'■ a.- 


»ö— I, 


-"-■nr 


-zi 


"-rj-.. 


=(-iri 


».-1 -I 


Bn-l—f, 


-". -.:^ 


»1 


■-". ^ 




ff. 




NachSI, 


Vr-Not«, UI ist aller 






»1.— »1 






' 


ff. 9. 




ff» 
». — I. 


ffn 
»,— 1. 










9, 








ff. 


ff. 






= 


■i— «. », — I. 


ff. _ ff. 




i *' 




"' 

■,-»« 




f. )», 9. 




Cl.l ei.a 




- 
1.-.. 








»,-1. »,- 


2- 
-I.' " 


»n 


-«. 




ei,n, ..., 0. 


'1 
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ing «faMi bMÜMBttoB btafiala. 



'(■■) 1 K».) 



r(-,)(-.-.J(N-t) r-M(.,-i.)(iK-i.) 

Kv) 1 

reo (•.-■.)(«.-•.)■ 



Nan ist 

(..-.^(1.-1.)" 
leUt uftn ftUo 



= (. ■,)...(■ »-,)(■. 



-fc-,)(i ■„,)..(. ..); 



M Ut 

c = *<*»> ' »W_? . »<■■) 1 _, »W 1 

r(s) 4l-^ ^ rK) ».-^ ' ■ f'(».) ». — i. F'W x- fc' 

wuin TiMh anf die Weiihe a, a. besieht, fOr die F (x) = ict (}. 30, IV). 



DiMe GMue ist kb«r [Glaiehnng (d) md a. s. 0.] gleich H 



= 0, 



?(«.) 



d. h. itkif)z,) = 



wenn r nnd ■ Tenehiedeo. 

Sind r and ■ gleich, lo ist ebei^iQ 



"i — "i ■ 

Demnaoh endlich 








., 0. 






0. 


r(.,) 
FW 


.. 0, 


r (■,)(• (■■)■ 
~ F(,,) r(.,) 


■•FW 


0, 












///..P........... = ±l///..PV||i^ä:|f^..a...,..,^, 

(« = (»->■)(»-■.)..(»->.). F(,) = (,-,.) (,-■,).. .<f-fc). 



r<i,)=(., -,,).. .h-.j, r(.,)=(^-^) (,,-.,). ..fe _..),.. 

F(i,)=(", -•,)...(>, -ij. F(.,)=(i,-s) (i.-,J,.., 

r(ij=(..-i,) ..-■,).. .(fc-fc-,). 

FW = (l.-^) ....,., (■.-■Ji 



Sogic 
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rfc)..,f(i.)=(-l)—h-^.,)'(i,-.,)'...h-<.)'(-l)— (.,-,,)■... 
(•.-■J' (-n'l.— -t^- 

=(-l)~^h--,)" (■,-",)■.■.(.,-..)'(!.-.,)•(•. -..)'... 

(..--.)■ (..-,-..)■. 

Setzt man e, =01*, zj = iij^, .,., z„ ^u„*, so ist 

=±y//:..p.........,vCiz;g=e^8^8„..... (21, ^ 

M = (- !)*■'"-" (D.»-t.,V(a.'-n.*)'...(n.»^ <■.•)' (B.'-o,r...{i.,'-t.;r 

(iiM-,'-ii.'>*iF(ri = (f-^)...(e-«J 

-r— +-r h....+ f' =1. 1 

"1— ». «■'—■. Ol'— 11= I 



XIV. Setzt man in der Formel (21) «, =0, a, =a^ &, :=o', so ist 
y^P B I, 8 X. 8 1, = +y^P n. n. n, (n. • - n, •) (n. ' - u, >) (n. • - n, ') X 

_ , rrr (p.'-T..')(n-.-o,')(D,-^-.')8a. b.. e«. 

-yyy VIK'-a'Xn.'-C) (n,'-»') (c'-n,«) (a'-rj-Xc'-n,-)]* 
welches die Formel (d) des §. 1 72 . IV ist (u, = J. , n, = (i, u, = *). Die Formel 
(21) itt demDBch die VeraUgemeinerung jener Formel, so wir überhaupt die Unter- ' 
!>uchDng in XIII diejeni^ in §. 172 auf beliebig TJele Veränderliche erweitert. 

XV. Die wichtigen Ergebniise in §. 168, II, ni lasten «ich ebenhlls leicht 
rendigemein ern. 

Wir wollen nämlich annehmen, man habe enriesen, es lasse sich ein n Faches 
bestimmtes Integral , gleich riel ob seine Gränzen konstant sind oder nicht, geradezu 
nach der Formel (11) in Nr, VI umformen, wobei wegen der Gränzbostimmung be- 
sondere Untersuchung vorbehalten bleibe, so daes aho 

PM81, Bi,...Bi. {») 

und zeigen nun, dass aucb Hlr ein n+lfaches Integral dasselbe gelten muas. 
Dabei wollen wir, was immer erreicht werden kann, die untern Gr&nzen wie in 
§. 168, II, Ifl, durchweg gleich Null roraussetzen. 
Se; demnach 

Dilltat, DiAnitlil-D. laU(til-S«otiiiiD(. II. I.Änt. »I 



//■■/""'^■■■■■"■■'//■ß 
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Torgelegt, und zn setsen 
1,=», (i 
Di« iDt^gTstioB in (b) DOch Xa+, sey duiob 







yy!.yQ8i.»i....»x.^, 


(b) 


, 1.+ 1). ...... X>+l = #,^l(l,,..., 


«.+.). (c) 






angegeben 



..♦('. 



go«ird(d)zu / ifiQBx'.^i, wo i^::::ifi (x, , . . , 2.), wetohes Integral nun kon- 
atante Gränzen hat. x'0+1 hfingt übrigens mit den « durch die Gleichung 
x'.+i'^ = t|'n+i(ii..--. e.+i) lusammen, aus der folge x'„+i = 9)'„i Ui---. «.-n)- 
Das Integral (b) ist also 

ff...f„.>,...>^j\<i.,'.;,. « 

□ x'.^i durch z.^i ersetzen wollen. Ans VI und §. 79 geht un- 



mittelbar herror, dau 



/^♦Q8x'n.t,=y^tf.Q-|8 



Byi 



8^1 



während a und ß sich aus der Gleichung müssen ermitteln lassen, die man erh&U, 
wenn, man z, , .... z. aus ^,=ifi, ..., Xi. = 9., x'i4.|iff = 9i^i eliminirt, und 
dum a der Werth von i.+i fOr x'i+,=:0, ß der ron z.+, für x'.*i = I. Diese 
Werlhe setzen wir als unabhängig tou ii x„ raraus. Bieduroh aber ver- 
wandelt sich (b) in 



/>■■'//■/"•¥»'.'-■ 



M 



Was nun aber qi'.^i betriA, 
QberdiesB sind oben die Grflsaen x, , 
Xm'+i^z'B+iVJ jetst folgen wird: 



I ist es der Werth von x'.+i in : 
■ ., Zs als Konstanten angesehen 



8 t,+i '^ 8 iM-i 

1: :-K .Goo^^lc 



TersItgetBciiMniDf tob 8. 168, tl, HL 



Dadnreh «her wird 

1 8y.-n 



BeiMt aUo die letzte Deteraunuite M', lo ist 

M' — M^ 
und al«g ut die Grosse (b') auch 









' ■ * 8 S.+I 


Ö». 








8k.^, 


= 






fe 




8 9, 
Bx. • • 


-^ 



/:'-///T- 



wo aUerdioga gedacht ist, in Q, H', N sey zuerst Zn-i-i = x'^^i V^ Und dann 
x'm+i^^iT'i+i gesetzt worden, was aber darauf liin aus kommt, knrcweg'Xn-i-i^qia+i 
zu setzes, wie die (c) meinen.* — Das n fache Integral 



t also die n ersten 
in VI lasse sich ai 



ist nun nooh umzuformen , indem z, , . . , , Zn einffihrt. Dabei ist z.+i all konsf ant 
anzusehen. Man benutzt also die n ersten Gleichungen (c). Nun setzen wir aber 
Toraus, die Foimel (II) in VI lasse sich auf ein solches Integral anwenden, d. h. 
man dUrfb setzen ; 



so dass also das Integral (B') sey 

^//■ß"'' '- 

und mithin (B) d. h. (b) gleich 

+ff...fiw,..> ...«. 

Da nun M' genau so gebildet ist. wie der Satz in VI verlangt, «o ist damit er- 
wiesen, das« wenn die Sätze in §. 168, II und III. ffir n&che Integrale gelten, sie 
auch dir n + lfiche wahr sind. Da sie nun tSr 2- und Sfoche gelten, so gelten 
sie also allgemein. 



* yoilBnfig mfiisen aber in pn+i < 
(c) eiistzt gedacht werden. 



a noch mittelst der n 
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Was die GrAnzbestimmuDg aobelangt, ao läast siob dieielbe, wie schon 
§. 79, IT zeigen mag, ao kurzweg nicht abmaohen. Die Bemerkung in §. 79, IV 
wird bei dieser Bestimmung immer zu beachten 80711. 

XTI. Dar in §. 139, [II attsgeSproobene allgemeine Satz lAsst sich auch in 
andam Form gehen. Seyea nämlich 

D — 1 Integralgleichungen des dortigen Systems (p) mit den witlkQrlichen Kon- 
stanten a,, a„^i, .... a-j, wo wir nun voraussetzen wollen, et enthielten die q) 
keine der Konitanten in sich. Alsdann wrd man die (q) in i- 139 aus den {&) er- 
halten, wenn mau 7, aus den zwei ersten, 7^ und j„-i aus den drei ersten u. s. w. 
eliminirt, so dass also die dortige Gleichung f, =c^ mit (p^^a^ identisch ist; da- 
gegen f, ^^c, aus 9n~i = "1-1 herrargeht, wenn man ja mittelst ^„^a. ersetzt; 
f,=c, ans qi.-s^R.^i, wenn man 7. und jn-i aus <|i.^a., q-.-i^o,^, ersetzt, 

u. s. w. — Es ist flbrigens a„ = 0| , Oa-i = «i , 

Demnach ist 

8£. _a,.. 

8y. ejn' ■ . 

Weiter aber " - 

dt, _ dy,-! _ 8»„-i 8y„-i 8y. 
8y„_,~ dfm-) 8y„_i 6 y„ 8 y._i ' 

wo der letztere Differentialquotient aus , 



zu ziehen ist. - Daraus ergibt sich 

8 f. Byn^ Bjht- 

8y„_i B)'n~Byn- 



8f. _rf»,-e_8y„-. 


B»„-s8r„,L B^-« 


By- 


e y.^B d y.-» 8 y.^. 


■^By.^, Sy.-e"^ 8y. 8y,-. 


■ °=fe-; 


B».M er„_i e^a-i By, 
8y.-, &y.-e 8y, By._, 


»-•'■ 


B«, Sy»-i Bvn 8y, 


'*^e,.-. 


■^ey-, ey.^E'^ ey. By._e 


Daraus tolgi leicht 






8».„_s 8v„-B BffB-E 






8y.-t' By^-i' 6y„ 




Bf, Bf, er, _ 


a».=-. B»._, 69^, 




8y„8y._, By.-( 


8y_a' ey,^.' 8y. 
Sf... 8»„ 8»„ 
By—B* By.-i' 8y. 
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Allgemein (iiaoh VI) 



8f, Bf, 6^_ 

8y. 8y._,--- ey. ~ 



oda*siD §.139, IQ: U = -p', und hier r. 



•», 


!». 


81. 


• 8t. 


«f. 


«i 


• «?.'■ 


■• »7. 


ei. 


«». 


' »T,' ■ 


" 8r. 



I Ja mittelst der obigen Gleiohan^n (a) 



Die Fonnel ßi / yidi', venu y eine guise Funktion tobt. 

B'y 
I. Sejyeo betehaffen, das« g— ^:=0, also auch alle hOhern Diflbrentialqnn- 

tienten Nnll, ■« bat roMi: 

wenn / s 8x' bedeutet, man solle z nach eioander mmal integriren. Daraus 

Weiter folgii' hieraus , wenn man nochmalsintegrirtundaBf jedes Glied diDSftIb* 
Formel anwendet : , 



MByGoOl^lc 



- --Bif-"-±^r-'''- 

-/■■— H/-— Ö/-- 

Dann! aoliviiit ftllgemain eu folgen : 

J '•'^■='J '" -TrJ ''■"-^-Ti-^ti'J •""-■ 

+ 1.2. ...(,-2) f?=r/ "ä'*"^ 



■.(ii + l)..(iH-r-2) a-'> /Yr 



w 



1.2....(.- 

weloher Satz leicht durch den Schluäs Ten d nnf n + 1 hewieaen wifd. Hnn findet 
nflmlich au« (i:>mit Bilfe Ton (a); 






n(n-Fi)..(n-l-i-»)ll— y A*r'„,_, 

+ 1.2. ..(.+2) sx—y '•" 

.. n(n + l)..(m-r-3)e"r /^*J .„ 
- 1.2...{r + 2) 6ir-'J 

n(n+l)..(.+.-2)a"'r /-♦ ; „, " 
^ 1.2..(,-I) »r-'J 



Aher 

l + ^V 



(n + 1) .(n-l-l)..(n+.-2) (.+l)(n-t-2)....(n-l-t-l) . 

1.2 '^■•"■^ 1.2. ...(r—l) 1.2. ...(r — 1). 



wodurch die (o) 

* Die Foimel (IS) hi $. 18* hdwt auch 

(a + b)(a+b— l)...(a + b — r + t) b(b — 1). .(b— f+2) a b(b— 1) .(b— 1+8) 

1.2 (.-1) 1.2..(r-l) "^1 1.2...(r-2) 

+ ...■+ "—"■■'—'*" . 

l.a (r-i) 



Dia Olelchnng dei 1. 1 U, U nodimkb. 423 

n. Man habe die Gteiobung (§. 114, 11): 

(a,4-b,H-«..')^ + (a, + b,i)^ + a,y = 0, {() 

so folgt daraiu, wenn man sie iimal integiirt ood die (c) beDfltst: 

(t,+b.n-o,i')yV8x— '-Y(b.^-2c,I)y^y8J-'^-!^^2c,y\eI■> 
+ (», + b, i)yVB X-' - j kTj 8 1" 

vo gl, .■■. gii willkürliche Konstanten aiad. Demn&ch, wenn d als positire 
ganee Zalil aus 

n(n + l>c, — nb^ + ». = ^ 

folgen kann, und man aetct / y Sz^'^e, so iit 

(«, + b,i + e,i')~ + [a.-b,n + (b,— 2no.)x]t = g,i"-'-t-... + gn, 
und alio (%. 92) 



Ton den n + 1 KoDitanten C, gi . - ■ . g« dürfen Uer nnr nosb 2 willkllrlioli 
bleiben. Ohne uns aber auf diese ünterauehung einzulassen wollen wir einfach 
fragen, ob nioht 

^«l--t.ll+(ll.-»«C.)x 






der (f) genfigen kann. Alsdann nüsste 
aeyn, d. h. 



^[^,X+(a, + b.»)|| + (H + b,.4-c,.')g] 



Settt nuM hiei a = — n, b = — l, w^ ei^bt deh 
(a+l)(D+2)...(n+f-l) n n(n + l) n(n + l)...(n + t-2) 

1.2. ...(r-1) ^■^l"^ 1.2 ■^■■■■"^ l.a (r_l) ■ 

renn non den gememicbaAlidien F^^itof (-"l)*'' vesUtai^L 

Goot^lc 



WMariuttt B«trsdilwig TM A . TU. 



i—'X 



^ jl(«.- (—1) k, -("- >)<"-2) «.+(■- 1)"2^]I 

+ [.,+k,i-(n-i)(b.+z.,.)j!|+(..+b,i+^.';l^j=o. 

Die eingeUanmeit« GrSM« Ut 

[^-(■i-l)b, + ii(.-l)..lX + [.,-<B-l)b, + (b.-2(»-l),,).]|| 

d. h. da», — nb, ^ — (ii'4-n)cj; 

(b.-Znt,)X+[«,-(D-l)b, + |>.-2(ii~l)o.]i]g|+(.,+ b.x+c.i')~. 
8X _ a.-nb, + (b.-2DC,)» 

(».+b.»+c..')"=-[«.-nb. + {b.-2iic.)x]S; 
woraiu 
(•,+ b,»+c,x*)^ + (b,+2e,x)^ = -(b.-aic,)X-K-nb,+ {b,-2ne,)>]||. 

(», + b.i + ..»')?^ = -(b.-2nB,)X-K-(n-l)b. + {b.-2üc,+2e.)x]^. 

*o dan jeoe eingeklanunerte QrOue gleich Null ist, mithin die BedioguDgigteiohung 
erfaiit üt. Haa sehlieut hierana den fblgeaden Satz: 

Folgt aus (g) fUr d eme positive gaue 2ahl, «o genügt der (f) auch 

j -H — bN + (In— »n ».)' ,._ 

'=^(- '+'■■+■■■• ^. 0.) 

m. So etwa (yergl. *. VII) ßr 

(l-i>)g-2.^ + in(ni + l),=0 (1) 

wenn m eine ganze Zahl, ist die (g): 

— n(n-(-l) + 2n + m(in-f-l) = 0, — n(n— l) + m{m + l)=0. 
Daran* folgt n ^ — m , oder n := m + I. Han Sndet also : 
wen m eine negative Zahl : 

v«nD m eine poiitire Zahl: 

DiqriiüOByGOOl^lC 



(i'—i)d*7+xafdx=m*jdx'. 
T + Xt-^ — in'y = 0, m poxitlT BQd gftiu , (k) 

=...-.„/"-f^);'-='^.(.'-«. 



10 d»M 

i=äi!nSi<*''-«"-'=ü-(-i)"-l^,(i-0"-i. 

Nach nAabaog" tf, II itt aber 
■0 das* auch 



Hieraus folgt 



i)t(mv), «M« = ii. 



+ iii)»iiix(i»y) nKPlmycm» 



Ol Ol «Mt»! «nji 

■o dasa wirklich tinaup der rorgelegtoD Gleichung geuQg^, wobei ea gaux 
gleichgiltig ist. waa m sef. Nach §. 10?, V erhält man iür deo anderu 
Werth etviu^. Demnadi ist das allgetneme Integral ron (k) bei beliebigem m: 
y ^ C, füiin V + C, noimfi, eofv^^ti. (k') 

Die Formel (k') setzt voraus, dass j z zwischen — I and + I liege j liegt jz. 
jenseits dieser QrAnzeu , ao ist qt nicht reell. Nun ist aber weuD C, ^ (E, — C])ii 

C, läi m 7 + C, «o* tn * = E, («Dt m V + l,tM m v> + E, («CM m . — ! »n m 9) 
= E..-»' + E,.— "«.8. 1) = E,(.»')- + E,(.»')-- = E. ("■» + !■("»)- 



)-E.(».,-l.i.,)- = E.(i. + iyi— |-.')"+E.(-l-— lyi-ii') 



nx'^4, so ist Vi' — 4 reell, so dau also 
r = C, (i -t- V^*=^)* + C, {i - \ 



-4)- (k") 



jetst ab atlg«m«iMi Integnl tod (k) Miftiitt. Hau findet leidit, dau mui die» 
Mioh Mhreiben Iumq 

y = C, (Vi — 2 + Vx + 2>- + C, (V' — 2 — V" + 2)*- 

»• 

Ibtegcatioii tod ^-~ + • i t-^ -)- b j = 0. {») 

L Die rorgelegte Gteicbuug gehört zu $. 110, wo 

also die dortige (p') wenn k ^ : 



Ist -- > so genügt man dieser Gleidmng durch u = ; io allen F&Ilea genügt 
man ihr, wenn n*:=±aD, wo da« obere Zeiohen gilt, wenn a<0, da« untere 

wenn»>0. Aus n"=+aO folgt u = 30 V±T. wo nun die Wur»ln Ton±l ans 
§. 9, lUzu entnehmen sind. Sind die Wertbe derselben s, , .... t,, so ist also das 
allgemeine Integral der Gleichuog (a): 

n' e ■'8u + C, / n' e "6a + 

^V. u* e "8u. 

Setzt man u = Te,, so ist 

woraus leicht folgt das« 

~y=/ n» e"^"(q.e''" + C,.'^?» + ... + C.a«"'OeB.- (b) 



iV=^ b 

Sb die n Werthe von V -I- 1 sind , die Zeichen wie so eben. Dabei muss — ^0 sejn. 

II. Sind b und a von Terscbtedenen Zeichen , so differenzireo wir die («) ß mal 
(nach g. 18') und haben: 






. Gooi^fc 



lalegration »on ii*y-t-ai drdi"~' + V)r tfx'sO. 



Ist nun fi gross genug dunit a und a/i + b dasselbe Zeiohen haben (^M 

b 8''j- 
uH — ^ ]> sey) , so setze man z = und bu 

- ' e«^ 

welche Gleichung nun z. nach I liefert und iwar mit n willkttrlioben KonstMit«n. 
BQokgehend hatte man 

■,» +»-^-^ + [a(p-l) + bl- i = 0. 



, y ergeben. 



m. Ist die Gleichung ar-l-b = für ein ganzes (positires) r mOglich, so ge- 
langt man sg nicsht zum Ziele. Alsdann hat man aber 

, 8"+'y B'+'r 8'j 

d.h. 

»^ + „8^ = 0. g;i + ax. = 0. 

welcher Oleichang man zu genfigen hat, wenn c = o^+i • ' ' 

Beachtet man §. 110 II so ist ' 

y» y « na 

wird für u = EU 1 , fOr u :=: oD «i zu , also hätte man 

and et wftre 

( = Ci / e ^"»Ba-t-C,/ • " » 8n-t- . ..Cn / e. ^««80. 
wenn 

1: iPdvGoot^lc 



428 IötigNllMfiniI>r = z-(»i4y+bTd4(ltf^. 

■ C,+C, + ... + C. = 0. (•} 

Wie in I hat maa aber andi 

,»=y e+^(C,«,e"''*+C,.,«"'"+... + C.».»"-')8ii. (d) 

dann 

WH C eine weitere willkfliliebe Eoostaote, nnd- 

geietzt vurde , damit fSr u ^ nicht Dnendliche GrDiseQ Torkoamen. 
Ans r—;- ergibt sich nun vie in II zDrüekgebead ; . - — , y. 

Di« Gldchnnj ?^ = I- (ax ^ + by). (a) 

I, Wir stellen zuerst folgenden Satz auf: 
Ist B = iff(x) da> Integral von 

5^ = x— H"^ + bt). (b) 

so Irt 

y=/|o— 'e »+»»(ui)Bii (c) 

das Integral tod 

g=.-(..|i+b,). (.) 

unter einer Bedingung ftlr die n + 1 Kooftanten in tfi. - 

Aus der Aunahme tfj{x) genfige der (b) folgt: 

»(■"■■'(i) = i-T'[ai»'(i) + b*(t)], 
also auch 

_ *<■+"{') = '— [»'*'W+b»W], 

»'■+"{öi) = n"-'x— >[8ai»'(n») + b»{ni)]. (d) 

Die (a) gibt, noehmak diflbrenzirt: 

^ = "-^'^+[(n'+l)» + bI«"^ + nibi-<y, ' (a") 

welche Gleichung allerdings um eine Ordnung höher ist als die (a). Seist mao 
hier den Wertb (c) und beachtet, daas ^ ~ r 
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(§.85.I, §.13), «omU 

y^— 1 r JH^» {n"+V*' (n x) -»!-*' a* *■ (n «)- [(m + 1) H- b] I- D »-W 

-Bbi— '♦(u«)JBii W 

gleich Null geyn. Wegen (d) ii( aber die GrOise in den Klanuneni : 

-M-+'ii'*'{'"«) + »'(''i){-('" + I)»-b + «<i-+°|iii- + tp{o»){ii-'--m|bx— I 

= x— '[-«i'D'*'(n»)-{(B' + l)» + bJQiv,'<ii») + »o-+"x*'(oi) 

+ bIl■■^-l^(Ql) — mh#{(u)j = 

so dMS da« iDtegral 

= -x—y]"^[bii-e~^H^V<« >) + »'■'■'+'"" ■+"v'(«>)]8n 
ist. 

Ist also die GrOsse 

n-e~^+^I>#(n.) + »ai».'(ax)] (0 

Null für u = UDd n = GC, was bei positirem m im AllgemeiDeD der FaU kjb 
wird, so Terschwindet das Integral. 

Demnach genügt (c) der (a'). Damit aber auch (c) der (a) genüge, muss 
cirisaheD den n + 1 Konstanten in (c) noch eine Beziehung bestehen, die mau etwa 
finden kann, indem man beachtet, daas bei positiTem m für x=0 nach (a) nothwendig 
8'y 
g-^ ^ seyn mnsi. (Vergl. die S. 93 angefahrte Schrift 7on Spitzer.) 

I[. Fflr- m = 1 sind die (a) und (b) : 

Da man letztere Gleichung integriren kann (vergleiche unter y), so ist eistere 
ebenfalls als integrlrt anzusehen. 



Letztere Gleichung kann, nach dem eben Gefundenen, integrirt werden, also 
auch erstere. Daraas ergibt sich offenbar daas die (a) fQr ein positires gaoses m 
integrirbar ist. 



430 tatttnÜimTtm O'j = ^{<kxij +hj 4x)d^-', 

TR, Se; s ^ if* (x) du lotegr&l tob 

to dast alM 

■o ganlgt die GrOue 

r=y,"' • •»-+.)♦{. ,)8m (h) 

dar Gleiahnnf (a), ToraatgeteUt e« Mjen a. b, a Ton gleicketn Zeiehen. 
Dom Uli (h) folgt 

= -""7. e^'"'" ■'■+"<'(">l»-. 

ao da» uojsere BehanpluDg Hohtig iit, weno 

fOr u := und a ^ OC Tetiehwindel. 

IV. Ist £ = V(^) ^ ^"*"?^' ^<"' ^)> 10 iit das Ton (a) : 

voraoggeibtEt, ei renckwinde 



filr n ^ und n ^ oO, 
Denn et ist 



<T>-^<r> 



!!?_»- („?J? 



">=/""" 
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woduroh der Satz erwieaea ist. 

Dieier Satz ist jedoch' tod dem in II[ au^führteD nicht verschieden , indem er 
sich aoftirt ergibt, wenn man in letzterem — statt u setzt. 

Andere Form des Taylonchen SUtei. 

L Sejen 9(x), «|J (i) zwei Funktionen von x, die von x = a bis x = b «ndlich 
nnd stetig aindj ihre Diffeientialquotienten <f' (x), i^'<x) Btypa eben so besohalbn 
und aberdimr werde ^^^' (x) (Ür die Werthe Ton x, die Bwisoheu a -und b liegen, 
nicht Null. — Die Oröste 

r (x) = l9 0>)~9 (a)] V W - [V (b) - » (>)] • <i) (») 

ist aladann eben&lls endtioh nnd stetig, so wie F' (x). Ferner ist, wie sieh 
sofort ergibt : 

F(b) = FW. (b) 

L&sst man also in F(x) die unabhängig Ver&nderliohe x toq a bis b gehen, so 
muss F (x) zwischen diesen Werthen nothwendig wenigstens ein Maximum oder 
Minimum haben, da sonst nicht F(b) ^F(a) tejo konnte. Da aber F'(x) nie un- 
endlich wird, so g^bt es also wenigstens einen Werth ronz, der zwischen a 
nnd b liegt (also nicht geradezu a oder b ist) , fir den F' (x) = ist (§. 24, I). Ist 
derselbe ^ a + 6 (b — a) , wo S zwischen und 1 Hegt nicht aber oder 1 selbst 
ist, so bt 

[»{b)-»(a)]v'[» + e(b->)] = [*(b)-v{»)]»'t» + e<b-a)]. 

Da nun >p' [a + @(b — a)] nicht tjull, so folgt hieraus: 

''"'^' ''''n*'[»+eo— «)]. (c) 



,(h)=»(o)+!i^-^,'(eh). (d) 



Fflr»=0, b = h: 

, »(h)-»(0) , 
V'.{«h) 

welcher Satz Toranssetzt, dass 91 (x), ^(x), )p'(x), if'(x) endlich und stetig sind 
von 1^0 bis X := h (widrigen&lls man mit diesen GrOssen nicht weiter rechnen 
konnte), nnd dass tp' (x) nicht Null ist, wenn x zwischen und b [für i = oder 
x=h darf übrigens «f' (z) wohl Null seja, da nie @~0 oder = 1]. 

IL Man setze in (d) : 

»(b) = f(a -f(a-b)-jr(a-h)-^r{a-h)-...-j^f°(a-b>. 
so ergibt sich 

1: :, ,1 ..Goot^lc 
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Setit man hier 1 — 6 fDr @, so ist auch (das neue) Q iwisohen und 1 



i(.) = f(.-b)+-fr{.-h)+..+j=:;C(a-t) 
+ eh]. 



i>(h)-ir.(o) (i-e)-h- 

»■((1-B)hl 1..... 



Hierin mütien f (z), T (z), .., P*' (s) eodlieh seTO von E = xbisz^x4-h; 
if'(s) itt eine beliebige Funktion die Ton 2^0 bia s^^h endlich und ■tetig^ aeyn 
mnai, wobei äberdieM nicht ifi'(z)^=0 aeyn d&rfRlr einen Wertb Ton s, der zwi- 
soheD und h liegt. G liegt zwischen und 1, wird aber nie oder 1 scgm 
müuen. — BieM ist die gesuchte Form des Taylonehen Saffzes (von SohlOmilch). 

m. Setzt imui in (e)»p{a) = «'+», <fi'(«) = (H-a)z', so ist »|j' (z) nioht NnU 
Zwilchen z^O nnd z^h, wenn a^O, and auch dann inuner stetig. Als* 

»(h)-.p(0) _ 



o daas also 



wo nur ft i|> Heyn muss. Setzt man a ^ , oder a ^ n , so erhält 
Forraeln des §. 53, 1. 



die beiden 



E2z:i^+S'"'<'+««- » 



Dullegr.l/yy..((.7. 



■)-'(l-l)-'(l- 



w 



1. Na^h §. 63 Stern das lategral 

einen KiJrperinhalt vor, der einerseits Ton der Ebene der ly, anderseits tod der 
Fläche, deren Gleichung z = f(x,y) ist, begränzt, während die Projektion des be- 
gräuzenden Fläohenstücks auf die Ebene der z y ein gleichschenklig rechtwinkliges 
Dreieck ist, dessen eine Kathete auf der positiven Abszitsenaxe liegt und die 
Ltnge a hat, während die Hypothenuse durch den Koordinaten au fang geht 
Daraus folgt aber sofort, dass der fragliche EOrperinhalt auch gleich 



'Dm btegral ^ 'b i A{i y) (1 — xf-> (1 — y)'"' i" 8 y. 

y^8yy\(x,y)Bx (b) 

■ejn masB, so daw die beiden Grossen (a) and (b) gleiob sind, 
n. Setzt man in 

yje a y^f (« (i) (1 - <.)--' i»- (1 - (»)»-' 8^ (c) 

ß= — , so wird diese GrQsse m i 

d. b, nach dem Satze in I zu 
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Wmjiiii] 



y;„_.^,(,_0-- 



betrifft, a* setzen irir « ^ , _ /. _ > . wodurch die Grämen Ton / sind: Ound 1, 
nnd mithin 

_ a -.)■-"-' r(.)'r(b) 

(S. 162, Y), 10 dus (d) ist 

Hierftus folgt abo: 

wo freilich a und b positiv sejn mflssen (§. 162, II). 
OL Das Integral 

wird nach der Fonnel (e) zunfioliit auf 

y:"^^y:"-"»-)"-v"<.-.>-»- 

znrUckgefiibrt, worauf dieselbe Formel gibt: 

p-fjM (1 - .)"- i"'(i - 7)- «r= r'(ltb+'| /.'W"~°'"'"'"'- 



sodass 

OI*nt>r 



jyGoogle 



434 VwallgBinatiieniiig d«t fanuel (l) in g. 162, V. 

IV. Allgemem ergibt lioh: 

yyy* .. fK o. .. o.) (I-«.)--* (1^«,)--' .. (1 - O.A-* «."«."■'■'•■. ■ 

n,»'+'' + -- + H-i8«,8B,..Bm. 

Alt besondern Fall wolkn wir etwa f(a)= -^j-v — %^ w&hlen. Setet man 
a, + . . + Ba^/l , 10 ist das Integral zweiter Seite in (f) gleich 

and wird für a = . , zu 

y» (i+Bi)»+''-» 

so dau wena n ^ /( + a dieae Grosse 

1_ A"-"!! ^"— 'n. - ' '''■"''•> II ir- Tl 



Denmach ist 



/•/-/- ...a—.)''-'..a-a^---*«.-'.,/-^^-'.. «„■+"■•+ 

yyy„ (i+«a.«...„j'+-+'-+». 



„_*f.,..-|-S_, 

^ r(a)rfs.)..r(a„). i 

welche Gleichung eine Terallgemeiuerung der Formel (i) in §. 162, V ist (wobei v 
a, a, , . . , a. positiv, c > — 1 Torausaetzen). 



(k) 



Zusatz ZU §.157, IV. 
Die (b) i»t weno ^> : 

/ l — (2 + <■)«»'» + (l+2a)«'WwV — aa'«»n'» 8y 

(H-oim'y)'l — e'»«i'»i> + ^ri»»»(l — »«t'»i) yi — e'#in'y 

wenn man fDr x seinen Werth einsetzt. Will man nnn hieraus das bestimmte 
IntA^ral der ersten Seite Ton ^^0 bia 9 = *f ( 'f'^'ö') «naittelo, so muH dis 
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sweit« Seit« ron <p^0 bit 9)='^ steti; Terlaofen und «« g««chiaht die Aaiwertbnng 
einftoh nach der Formel in §. 41, Diesi «tetige Verlaufen wird Btattfloden wenn 
1+a ain' <p nicht Null ist toh 9) = bii 9! ;= t|i. 

Wird aber 1 + «ain'^ Null für <f='tt, so, springt bei 9=:;« die zweite Seite 

obiger Gleichung von ~^ zu — -„ , ist also unstetig. Sey aas 

1fr<H. wo ] +<r»«tl'|» = 0, 

10 ist immerhin 

/> !-.. .■--«B'«i«V 8ff ^J_.„,(^t^^ «n»iw»»ro \, 

y» a +«*»»*»)' lAl-B'»n'»^ V'i» V (l+arinV) V 1 -«'imV-/ ' 

ist aber 

V>«. woH-annV = 0. 
ao iit da« Integ^l in zwei zu trennen: Ton bi« fi, und ren fi bis 1^; das ente ist 

1 X 
y^ -g-, da* zweite aber 

1 /' jin» UM»)/;* '^ 1 /" «^ 

7>"'V'"(i+..i.-,)V i-.-~,. -'~>"A tJ' 

so dass jetzt 

/■P I— .... — ae'swt'y 8» 

a + o»B>)' Vl-e'«.'» 

Iit ^ negativ und setzt man also — ß dafSr, so ist 

/• dl ^ I f l+xVß \ 

J l—ßx' iß \\.~iV§J' 

da aber immer ^i'<l »eyn muss, indem sonst das Tutegral /j^^r^ nicht zolässig 
ist, so fötit füi ein negatives ß die ot^ige Betrachtung weg. 



Zu „Anhang" Ä, IV, 2 (und 1). . 
1) Hau kann die Reihe 

r + l "^ (r+l)(r + 2) "^ ' ' ' 
nicht unmittelbar mit der in I vergleichen, weil in letzterer m eine ganze Zahl ist, 
diess aber mit m hier, also mit r — m nicht allgemein der Fall seyn wird. Man wird 
aber durch folgende Betrachtung zum Ziele geladgen. (Vergl. .QnmdzQge" S, 30). 
Es ist identiaob 

■ 1 I "i"*^ , »■— N *. 1 ».— ^■i »t »1 1 a„+i— b..M ftt»i"'^» _ «i>«--»-^' 

b, b, b, b, b, b, b.+, b,b,..bn b,b,..b,+i' 

wie sich durch unmittelbare Addition ergibt. Setzt man nun 

Goot^lc 
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»,=<<, », = a + T »„, = B + B7; fc,=j». b,=j»+7 b„, = (» + ii7, 

an erh&lt dmo 

^ «(a + 7) — (° + °?) 
fiifi + Tf)...(ß-{-^j) • 

at»o wenn man «-+-;| ßr a setzt: 

/„-i-._jtr^ 1 "'^-^ I t° + yH° + 2T> 1 (« + y)(a + 2r) + ....(a + n7) -| 

^ (B + y) (g + a?) - ■ .(a + M ^7) _ 

,»{|S + 7)...<|S+D7) 

<■ , °(°+r) . ■ a(a + y>...(a + ny) 

ß ß(ß+y) ■•■■ ß(ß+7)...lß+nj) 

;+7)(B + 2y)...(« + ^nr) _ T 

i» ((»+»)....(?+» 7) 'J' ^ 

in welcher Gleichung ttbrigeiu oiohl tt + / — (3 := seju soll und eben so 4Uch 

keine der Grossen^, jS + 7, ^+2/ ß~hay Null gey n duf, da sonst die 

Division nicht gestattet ist 

Ist nun ß^a + j und sind dabei a, ß, y positiv, so ist inuner 
(g + 7)...(» + ^+T7) 
ßijl + 7)...(ß + ny} ^ 
«{so endlich, selbst fQi ein unendlich grosses n. Daraus folgt dann aofoit das* die 
Reihe 

- »(« + 7> a(a + y)<c + 27) 

? ctf+7) i»(p+?)(i»+2r) 

kouTergent ist fklr ß'^a + j und ti, ß, y posiUr. 
Setzt man hier nun 

a = r~m, 7 = 1, |9=r+l, «Im» n + 7 = t+l — m, 
■0 ist |it !>« + !' so lange in>0 ond folglich ist die Reihe 

^ r+1^ {r + l)(r + 2) ^■■■' 
konvergent. fQr m > 0. 

2) Da in IV, I f(x) negativ fflrx>a>0, so kann man Anstand erheben 
den Satz ni sofbrt gelten zu lassen. Allein es ist jedenfalls (r > a) 

yr'X^)-'(^^T^)=<-.-Te)>'0-v)- 

woraus wenn r und s ganze Zahlen (c>a): 



« 



„Gooi^lc 
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_.,(I±|±i)_,._.„(,_|). 
-'C-fO-<'-><-T)- 

L&sat man hier n uiib«grftiizt wachsen «o.n&hert aioh f I — „ ) der 

GrOwio e~' (§. 8), bleibt alio endlioh wie (• — yj ;,dadorFaktor(^) 

abn bei a^ ^g^en Null geht, so geht das Produkt dei zweiten Seite gegeo Null. 
Die erste Seite ist, weil i ^ a, immer poaitir, woraus nun folgt dass 



Setzt man a=io+l, wo also m> — I aeyn musa, so ist 



m(m— l)..(ni— r + 2)(m-i+l>(nl 



1.2...(r-i) c{t+l)....(ii-l-l> 

Fflr m = ~ 1 ist die erste Seite ± 1 , für m < — 1 aber uneDdlieh. 
3) El ist 

ist also b>a>0 und x>0, so wäcbst I ( rrT ) »"t »• Daraus folgt (wenn r 
eine positire Zabl) 

Setzt mui bier naob einander r^O, 1,..>.| n und addirt : 

/:xm'^><T>'(m- -Q^') 

' :s::;i'(::^::.s::i <""-"""-"-""-''"-^'"'^"-"" 
-.i(.)+bi(b), 

DijriiüOByGoOl^lC 



.(.+ ■)....(. + .) ,(. + .+ !)""■ V ( ■+.^)"'"'-^"'""' b- 

b(n-i)...,0>+.) ■=-»+.+ 1)""' •■^A^_L_Y""(„+i).™.»" 

JTfW 5- '>•>»■ 

Die erat« Seite i«t immer poiitiT; &nf der cweilen werden mit unendlicb 
-waduendem n: 

O+iT^r'"'-- 0+Sö)"'"''<' + .-Tl)""''('+S:i)'"'' 

-.^_ zu Null, so dM* der Qiäiizwertli der zweiten Seite Null itt, Dunnz 

Folgt; 

.(.+ l)(.+2)...<.+.) . i^.^o „, 

<* i,(b+l)(b+8...(b+.) — «•'>'>»■ <« 

Setzt uiaD a = — , b;=-^ nad nimmt a,ß,j poiitir, jS>a. so ist 

.(.+|.)(.-I-2t). .(■+U;.) _ ^ ^. ^„ ,.,, 

*»+,) li.+2,)...0.+n,)-»' ">•>»• '>»■■ <'■> 

Hierana folgt io (a) 



„Gooi^lc 



Verbeaserangßn. 



Sdte 82 Zdle 6 Ton oben rt&U Ifull liei ~ 


> 145 


. e . . , Eli»b. 


„ 1G& 


. 3 . , ,6.6. 


- 176 


, 7 , nuten , : . ; . 


. 191 


n 6 , , , a . n. 


. 208 


, 6 . oben . . . , . 


„ 204 


, 2 , „ . (n+hKM(t[ 


, 207 


; 12 , , , h"-^" ,, X 


, 225 


, 17 , , , Jim , iri 



, „ (ii-+-l»i liM{n+l)». 
uiit«D , a' + e' Um «' + »>'. 



II. Band. 
e tO Zeile 1 nod 2 Ten oben si 



8(m + l)lies« + {iiJ+lJ 

„ a + ailiwa + bi 
, die lies die bo. 
„ X, üea X,. 
, X, „ X,. 



„ 18 , oben „ i — lies y — . 

... . ././•. 

. 4 „ „ „X Ue« a. 

n 6 ond 1 1 TDQ nnten statt 9 lies o. 
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i dar J. B. MttiUt'MWa BteUnck««! !■ StsHfirt. 
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